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PREFACIO

Miles de estudiantes de diversas areas, técnicos e ingenieros han encontrado por
muchos anos en esta bien conocida obra: Manual de féormulas técnicas, de
Gieck, una util herramienta para consultar las formulas técnico-cientificas mas
usuales en sus campos de accion, de manera clara, concisa y ordenada. Por las
completas explicaciones que se proporcionan y mediante la aclaracion de los
conceptos implicados, es posible entender bien las férmulas, aun sin ser
especialista en el tema.

Esta nueva edicién revisada, corregida y aumentada, basada en la 302 edicion del
clasico texto de bolsillo -ademas de conservar todas las cualidades de contenido y
forma que lo han mantenido como el best-seller de los manuales técnicos y de
ingenieria- incluye también un editor de férmulas que le permitira disefiar sus
propias ecuaciones y graficarlas en un plano cartesiano, mediante la apertura de
hasta 20 ventanas de calculo, que pueden ser de parametros variables o de
resultados.

Se conservan, entre otras cosas, la impresiéon de texto en una sola cara del papel
de la mayoria de las paginas, para que el usuario pueda efectuar anotaciones
complementarias y observaciones en la otra; la clasificacion e identificacion de los
temas con una letra mayuscula de gran tamafo en la esquina superior derecha, y
la seccion de tablas, ya que no siempre se puede llevar consigo una computadora.

En la parte de Aplicaciones avanzadas se han incluido los siguientes temas:

Teoria de ecuaciones
Elementos de maquinas
Ingenieria de control

En la Teoria de ecuaciones se exponen los conceptos fundamentales del algebra
superior, con lo que se da por completado el tema de algebra. En la seccidn
Elementos de maquinas se incluye lo relacionado con el disefio de engranes, y la
seccion Ingenieria de control proporciona de manera cabal los elementos
conceptuales y algoritmicos necesarios para el analisis de un sistema.

Damos las gracias a los profesores M. Otto y H. W. Zimmer, quienes colaboraron
en la ampliacién y reelaboracion de los temas.

Kurt Gieck
Reiner Gieck
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OBSERVACIONES SOBRE LAS FORMULAS

Magnitud de las cantidades fisicas

La magnitud de una cantidad fisica es el producto de su valor numérico y la
unidad fisica seleccionada. Por lo tanto, el valor numérico es el cociente de
la magnitud y la unidad. Entonces, por definicion,

Magnitud = Valor numérico x Unidad

Si se selecciona una unidad n veces mayor, el valor numérico se reduce en
la fraccion 1/n; reciprocamente, si se adopta una unidad 1/n veces menor, el
valor numeérico es n veces mayor. El producto de valor numérico y unidad es
constante, y la magnitud dada de una cantidad fisica es invariante en el cam-
bio de unidad. Por ejemplo:

i5m

| = =1
I =3uA =

5 x 103 mm

103 km = 1
= 0.008 mA

5 x
3 x 10 mA
TIPOS DE FORMULAS

Formulas de cantidades. Estas son las formulas normales en las que los
simbolos corresponden a cantidades fisicas. Permiten evaluar una cantidad
sustituyendo las restantes por su magnitud (valor numérico por unidad). Al efec-
tuar el célculo se obtiene la magnitud de la cantidad por determinar. Por ejem-
plo, sienlaféormulat = 2s/vsesabeques = 80 myv = 8 m/s, resulta
entonces:

_2s _ 2 x 80m _ 160 =
t = = e ] s = 20s (férmula / 23)

Formulas de cantidades ajustadas. En estas ecuaciones cada simbolo de
cantidad aparece dividido entre su correspondiente unidad. Por ejemplo, la
formula s 78:

o m a0 (B 10N - 0 (S4TY (PN - e

Estas formulas son utiles en diversas aplicaciones.

Férmulas de unidades. Conversion. Estas ecuaciones presentan la rela-
cién de equivalencia entre unidades. Por ejemplo:

1m = 100 cm 1N = 1kg-m/s?

Para efectuar la conversion de unidades, la equivalencia se expresa como un
factor de valor numérico igual a la unidad. Asi, de las formulas anteriores,



I=100(:n’|_ im 1_1kg-m_ 1N-s?

im 100 cm 1N-s? 1kg-m

Lo anterior permite obtener una magnitud en la unidad deseada, a partir de
una ecuacion de cantidades fisicas. Por ejemplo, de la férmula m 1:

F = ma

sim = 30kgya = 4 cm/s? se tiene que para obtener F en newtons:

F

. g2
30 kg x 4 cm/s? = 30kg(—11klg_—srT X 4%21—(1010%

= 12N

Unidades en las formulas. La designacion EU significa ‘“‘ejemplo de unidad.”
En varias férmulas se indican ejemplos de unidades. En tales casos, la pri-
mera unidad indicada es la Sl. Las demas unidades son de otros sistemas que
todavia se emplean en algunos paises. Por ejemplo, del sistema técnico mé-
trico o del sistema técnico inglés.

La gran mayoria de las formulas presentadas en este manual son las normales
de cantidades fisicas, en las que se aplican las unidades compatibles que co-
rresponden a las cantidades.



NOMENCLATURA GENERAL

Espacio y tiempo

a, B,y éangulos (planos)
Q angulo sélido
longitud

anchura

altura

espesor

radio

diametro

perimetro

area, seccion transversal
area lateral

area total

volumen

recorrido

tiempo

velocidad
aceleracion
aceleracion debida a la
gravedad

velocidad angular
aceleracién angular

TQAMNOTO N

T o>

QOU<TOH<>>DD>

RE

Probabilidad y estadistica
A, B,...eventos (simples o

compuestos)
u evento universa!
] evento nulo (o vacio)
A + B unién de los evento Ay B
AB interseccion de los eventos
AyB

P(A) probabilidad del evento A

P(A|B) probabilidad (condicional)
de A dado B

X variable aleatoria

Px(Xo) probabilidad de que X tome
el valor X,

E[g(X)] esperanza (matematica) de

g(X)

media (o valor medio) de X

desviacién estandar

variancia

coeficiente de correlaciéon

~a. 9 X
.,

Fendmenos oscilatorios y similares

T
f
n

(0]

A
¢

periodo

frecuencia

nimero de revoluciones
por unidad de tiempo
frecuencia (velocidad)
angular

longitud de onda
angulo de fase,
defasamiento

Mecanica

SV =TOM < v <T3

D oM~

FT FTO0

gdd

masa

densidad

volumen especifico
cantidad de movimiento
(o impetu)

momento de inercia de
masa

fuerza

peso (fuerza de gravedad)
momento de fuerza
presién

esfuerzo axial (0 normal)
esfuerzo cortante (o
tangencial)

deformacién axial
deformacién angular
médulo de elasticidad axial
médulo de elasticidad
angular

momento estatico de area
momento de inercia de
area

moédulo de seccién
coeficiente de friccién
dinamica

coeficiente de friccién
estatica

viscosidad dinamica
viscosidad cinematica
trabajo, energia



Térmica

~

lf
l v
4
R

potencia
eficiencia

temperatura

temperatura
termodinamica
coeficiente de dilatacion
longitudinal

coeficiente de dilatacién
volumétrica

calor

calor por unidad de masa
flujo de calor

densidad de flujo de calor
conductividad térmica
calor especifico a presion
constante

calor especifico a volumen
constante

relacion de calores
especificos

calor de fusion

calor de vaporizacién
calor de sublimacion
constante de un gas

Electricidad y magnetismo

I
v

E &

MOECOONRG Ro°o X

corriente

tension (voltaje),
diferencia de potencial
tensién inducida o
generada (fuerza
electromotriz)

resistencia

resistividad

coeficiente de temperatura
de la resistencia
conductancia
conductividad

carga

capacitancia

flujo eléctrico

densidad de flujo eléctrico
intensidad de campo
eléctrico

flujo magnético
densidad de flujo
magnético, induccién

@

magnética

H intensidad de campo
magnético
inductancia

F fuerza magnetomotriz

4 tension magnética

R reluctancia

P permeancia

€ permisividad dieléctrica

€ permisividad dieléctrica
del vacio

€ coeficiente dieléctrico
(constante dieléctrica)

" permeabilidad magnética

Mo permeabilidad magnética
del vacio

Moy coeficiente magnético
(permeabilidad relativa)

p niimero de pares de polos

z niimero de conductores

N namero de vueltas o
espiras

V4 impedancia

X reactancia

Y admitancia

) susceptancia

P, potencia aparente

P potencia activa

P, potencia reactiva

Optica (radiacién visible)

c velocidad de la luz en el
vacio

lo intensidad luminosa

b, flujo luminico

Q, cantidad de luz

E, iluminacion

L, luminosidad (brillo)

n indice de refraccion

S potencia (o vergencia) de
una lente

f distancia focal

a amplificacion, aumento

s distancia visual.
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I. La metrologia internacional *

En la actualidad se ha adoptado casi en todo el mundo el Sistema In-
ternacional de Unidades, que se simboliza por S| y es el resultado mo-
derno de la evolucién del sistema fisico llamado MKS. El nombre oficial
del Sl es Systéme International d’Unités, y las normas respectivas las
establece y actualiza el Bureau International des Poids et Mesures (BIPM),
con sede en Sévres, Paris, Francia.

UNIDADES BASICAS

El Sl tiene siete unidades basicas que corresponden a las cantidades
fisicas fundamentales del sistema, y son como sigue:

Nombre Simbolo
Cantidad fundamental de la unidad de la unidad
Longitud (£) metro m
Masa (m) kilogramo kg
Tiempo (1) segundo s
Temperatura termodinamica (7) kelvin K
Corriente eléctrica (i) ampere A
Intensidad luminosa (/) candela cd
Cantidad de sustancia (n) mol mol

El simbolo de cada unidad se halla estandarizado y es el mismo en to-
dos los paises; no deben usarse otros simbolos fuera de normalizacion.

Definiciones. La definicion de cada una de las unidades basicas se
expresa en seguida:

metro: Longitud del trayecto recorrido por la luz en el vacio durante
un intervalo de tiempo igual a la fraccién 1/299 792 458
de 1s.

kilogramo: Masa del Kilogramo Prototipo Internacional conservado en
la sede del BIPM.

segundo: Duracién de 9 192 631 770 ciclos de la radiacién correspon-
diente a la transicion entre los dos niveles hiperfinos del
estado fundamental del 4tomo de cesio 133.

kelvin: Fraccién 1/273.16 de la temperatura termodindmica (o ab-
soluta) del punto triple del agua (273.16 K).

* Mayores detalles pueden verse en la obra Manual TEC Las unidades
Sl y otros sistemas, F. Paniagua (Apdo. 30-488, México D.F. 06470).
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ampere: Intensidad de la corriente eléctrica constante, que mante-
nida en dos conductores rectilineos paralelos, de longitud
infinita y seccion transversal despreciable, y situados a la
distancia de 1 m en el vacio, produce una fuerza de
2 x 1077 N/m entre los conductores.

candela: Intensidad luminosa en una direccion dada, correspondiente
a una energia de 1/683 W/sr, de una fuente que emite una ra-
diacion monocromatica de frecuencia igual a 540 x 1012 Hz.

mol: Cantidad de entidades elementales (atomos, moléculas, io-
nes, etc.) en un sistema material, igual al nimero de &to-
mos existente en 0.012 kg de carbono 12. (El nimero es
6.0220 x 1023, la constante de Avogadro.)

UNIDADES COMPLEMENTARIAS

Como unidades que complementan a las basicas se tienen las dos si-
guientes:

Nombre Simbolo
Cantidad complementaria de la unidad - de la unidad
Angulo plano (6) radian rad
Angulo sélido (2) estereorradian sr

Sus definiciones son como sigue:

radian: Angulo comprendido entre dos radios de una circun-
ferencia y que determina en esta curva un arco de
longitud igual a la de su radio.

estereorradian: Angulo sélido con un vértice en el centro de una es-
fera, y que intercepta en ésta una superficie cuya area
es igual a la de un cuadrado cun lado igual al radio
de la esfera.

MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS: PREFIJOS

Para ampliar o reducir el tamafo de una unidad S| se utilizan los mal-
tiplos y submultiplos de la misma, que se obtienen aplicando como fac-
tores, potencias del numero 10. Para los multiplos se tiene una sucesion
que aumenta en 103 cada vez, y para los submultiplos la reduccién pro-
gresiva es en 1073, A fin de indicar lo anterior se utilizan prefijos que
se aplican al nombre de la unidad SI. Tales prefijos son:
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Nombre Simbolo  Valor multiplicativo
exa E 1018 (Multiplos)
peta P 1018
tera i 1072
giga G 109
mega M 108
kilo k 108
mili m 1073 (Submuiltiplos)
micro " 106
nano n 1079
pico p 10-12
fento f 1015
ato a 10-18

Ejemplos: metro: m; kilometro: km; milimetro: mm
ampere: A; miliampere: mA; microampere: p A
watt: W; kilowatt: kW; megawatt: MW; gigawatt: GW

1mm2 = 1(108%m)2 = 106 m2 = 0.000 001 m2
1ns™t = 1(10-9s)' = 109 s
1TPW = 1(10%W) = 10W = 1012 kW

En el caso del kilogramo, sus multiplos y submduiltiplos se forman to-
mando como base la unidad auxiliar gramo (g), igual 2 10-3 kg. Por ejem-
plo, miligramo (mg) (= 102 g = 1076 kg), microgramo (ng) (= 106 g
= 1079 kg), etc.

UNIDADES DERIVADAS
Para la mecanica se lienen las siguientes unidades derivadas de las
basicas y que tienen nombre especial:

Fuerza (y peso)

newton (N): Fuerza que al ser aplicada a una masa de 1 kg le imparte
una aceleracién, en su misma direccién y sentido, igual
a1 m/s2

Presion y esfuerzo

pascal (Pa): Intensidad superficial de fuerza aplicada equivalente a
1 N/m2.

Frecuencia o periodicidad

hertz (Hz): Variacién periédica equivalente a un ciclo por segundo
(cls).
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Trabajo y energia

joule (J): Trabajo realizado por una fuerza de 1 N, cuando su punto
de aplicacion se desplaza una distancia de 1 m en la di-
reccion y sentido de la fuerza.

Potencia y flujo de energia

watt (W): Potencia o flujo de energia que se desarrolla a razén de
1 J/s.

La unidad de energia joule (J) se aplica también a los fenémenos tér-
micos y de cualquier otra clase. Lo mismo corresponde al watt (W). Las
unidades derivadas térmicas se determinan considerando el joule y el
kelvin (K) o el grado Celsius (°C). Asimismo, las unidades derivadas eléc-
tricas [volt (V), henry (H), etc.] y magnéticas [weber (Wb), tesla (T), etc.]
se establecen a partir del ampere, el joule, el metro y el segundo.

UNIDADES AUXILIARES DEL SI

Se admite indefinidamente el empleo, junto con las del SI, de las siguien-
tes unidades: de tiempo [minuto (min), hora (h), etc.] y de angulo [grado
(°), minuto (") y segundo ('’)]. De este modo, la tonelada (t), igual
a 108 kg, y el litro (L), equivalente a 10-3 m3,

Cuando no es necesario considerar temperaturas termodinamicas (a par-
tir del cero absoluto) se utiliza el grado Celsius (°C), llamado anterior-
mente “‘centigrado’’. La escala Celsius va desde 0 °C (p. cong. del agua)
hasta 100 °C (p. eb. del agua).

La relacién con la escala Kelvin es
T (en kelvins) = t (en °C) + 273.15

También se admite la unidad de presion bar (b), igual a 105 N/m2. Se
tiene que

1b

= 105 Pa = 100 kPa
imb = =

100 Pa = 10° mPa

NORMAS DE USO DEL SI

1. Los valores numéricos con cinco cifras o mas deben separarse a cada
lado de la marca decimal (punto o coma) en grupos de tres, mediante
un espacio pequefio. Ejemplos: 61 154, 61 354 000, 0.982 03. En el
caso de valores numéricos menores que la unidad se usa siempre
el cero antes de la marca decimal. Ejemplo: 0.152, 0.000 13.
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2. En las unidades compuestas los simbolos se combinan con los sig-
nos de producto ( - ) o de cociente (/). Para mayor claridad pueden
utilizarse exponentes negativos y no se debe usar mas de una raya
diagonal en la expresion. Ejemplos: N - m, m/s, kg - m/s?, J/(kg - K);
o bien, m s, J - kg1 : K1, etc.

Il. Las metrologias técnicas métrica e inglesa *

En algunos paises de habla espafiola atin se utilizan en la industria las
unidades de los llamados Sistema Técnico (ST) y Sistema Inglés (US),
que van desapareciendo a medida que se extiende el uso obligatorio
del SI.

Unidades ST. Son las de uso antiguo en ingenieria. Se basan en la
unidad gravitacional denominada kilogramo fuerza (kgf), que es una uni-
dad fundamental junto con el metro y el segundo. Su definicion es: Peso,
en el vacio, del kilogramo (kg) al nivel del mar) y a 45° de latitud, donde
go = 9.806 65 m/s2.

Es decir,

1 kgf 1 kg - 9.806 65 m/s2 = 9.806 65 kg - m/s2
9.80665 N = 9.8 N
Aproximadamente, 1 kgf = 10 N

Las unidades derivadas principales son:

Fuerza (y peso): tonelada fuerza (tf) = 103 kgf
Presion y esfuerzo: kgfim2, kgflcm2, tf/m?, tflcm?, etc.
Trabajo y energia: kilogrametro (kgf - m)
Potencia: kilogrametro por segundo (kgf - m/s).
La unidad de masa, denominada unidad técnica de masa (utm) se de-
fine como:

1 kof

1utm =
1 m/s?

= 9.80665 kg = 9.8 kg

Aproximadamente, 1 utm = 10 kg. (No se emplea en la practica la uni-
dad técnica de masa.)

Unidades US. Ladenominacion proviene del nombre U.S. Customary
Units, que se emplea en Estados Unidos de América para designar a
este antiguo sistema de unidades originado en Inglaterra. Aquel pais

* Mayores detalles pueden verse en la obra citada en A1.
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es préacticamente el Unico del mundo que no ha adoptado como obli-
gatorio el Sl. La institucion denominada United States Metric Associa-
tion (USMA), promueve intensamente el conocimiento y la adopcién
general del Sl en todos los campos: educativos, comerciales, tecnold-
gicos, etc.

Estas unidades son también las de uso antiguo en ingenieria en los pai-
ses de habla inglesa. Se fundan en la unidad gravitacional de nombre
libra fuerza (Ibf), que es una unidad basica junto con el pie (pie) v el
segundo (s). Su definicion original era: Peso, en el vacio, de la libra (masa)
(Ib) al nivel del mar y a 45° de latitud, donde g, = 32.1740 pie/s2.

Es decir,
11bf = 1Ib-32.1740 pie/s? = 32.1740 Ib - piefs?

En la actualidad, el pie, la libra y la libra fuerza se definen en funcién
de las unidades métricas:

1 pie = 0.3048 m

1lb 0.4536 kg

1 Ibf 0.4536 kgf = 4.4482 N

I

A continuacién se expresan las equivalencias principales de las unida-
des US dentro del mismo sistema:

1 pulgada (plg) = 11—2 pie, 1yarda (yd) = 3pie, 1 milla(mi) = 5 280 pie

1 tonelada (ton) = 2000 Ib, 1 kilolibra fuerza (kip) = 1000 Ibf

La unidad de masa, denominada slug, tiene por definicion:

1slg = #[:/fsz’ = 321740 b = 322 Ib

Aproximadamente, 1 slug = 32 Ib. (Tampoco se emplea mucho en la
préactica el slug.)

La unidad de temperatura, el grado Fahrenheit (°F), es la fraccion 1/180
del intervalo entre 32 °F (p. cong. del agua) y 212 °F (p. eb. del agua).
La conversién a grados Celsius (°C) es

ooy - H(°F)—382 _ 5 oF) —
teey = HEL=22 - 5 qreF) - a2)
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Ill. Equivalencias de unidades métricas usuales *
LONGITUD

a12f1m = 10dm = 100cm = 1000 mm = 106 um = 109 nm
= 102 pm

18 1m = 10%km = 106Mm = 109Gm = 10°2 Tm = 10 Pm
a 14| 1mm = 103um = 106nm = 10°pm = 107 A (angstrom) = 10"°mA

2

AREA
a 15| 1 m?2 = 104cm? = 106 mm?

a 16| 1 km? = 106 m? = 100 ha (hectarea)

VOLUMEN
a17) 1m® = 103dm® = 105 cm® = 103 L (litro) = 10 hL (hectolitro)
a 18| 1kmd® = 109m?® = 1012L

MASA

a 19| 1kg = 108g = 108 mg = 109 g (microgramo)
a 20| 1 Mg = 103kg = 1t (tonelada métrica)
a 21| 1utm = 9.8066 kg

TIEMPO

a22|1s = 10°ms = 105,48 = 109ns = 102 ps = 61—omin
a23)1h = 60min = 3600 s

a24/1d = 24h = 1440 min = 86 400 s

FUERZA

a 25| 1 kgf = 9.8066 N = 1073 tf (tonelada fuerza)
a 26| 1dina = 105N = 0.01 mN = 0.102 x 1075 kgf

* Para pasar de las unidades indicadas a la derecha del primer signo
=, a la del primer término, se divide entre el factor expresado. Por

ejemplo,

S | ST - 103 m- o = 108
1cm 100m 102 m; 1 mm = 103 m; 1 km 10—3’" 108 m
19 = 103kg; 1 N =—1_ kgf = 0.102 kgf

9.81
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PRESION Y ESFUERZO
1 kgflcm2 = 98.066 kN/m2 = 98.066 kPa
1b(bar) = 105 Pa = 100 kPa = 1.02 kgf/cm?
1 torr (mm Hg) = 133 Pa = 1.33 x 103b = 1.33 mb

TRABAJO Y ENERGIA
1kgf-m = 9.8066J = 0.239 x 102 kcal (kilocaloria)
1kcal = 4186.8J = 4.187 kJ
1kW:h = 3.6 x 108J = 3.6 MJ

POTENCIA
1kgf-m/s = 9.8066 W = 9.81 x 1073 kW
1kcalh = 1.16 W = 1.16 x 103 kW

IV. Equivalencias métricas de unidades inglesas usuales *

LONGITUD
1 pie (pie) = 0.3048 m
1 pulgada (plg) = 0.0254 m = 25.4 mm (por definicién)
1 yarda (yd) = 0.9144 m
1 milla (mi) = 1609 m = 1.609 km
1 milla ndutica (nmi) = 1852 m = 1.852 km

AREA
1 pie2 = 0.0929 m2 = 929 cm?
1plg?2 = 6.452 x 1074 m?2 = 6.452 cm?
1yd? = 0.8361 m?2 = 8361 cm?

VOLUMEN
1 pie3 = 0.0283 m3 = 283 L
1plgd = 1.6387 x 105 m?® = 16.387 cm?3
1 galon (gal) = 3.7854 x 102 m? = 3.785 L (liquidos)

* Se aplica el mismo procedimiento indicado para las unidades métri-

cas en la interconversion de las unidades.
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a 28

29

a 30
a 31
a 32

a 33
a 34

O o o o o
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a4
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42

43

a 44
a 45
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El S.l.—Unidades iAg i

MASA

1lb = 04536 kg = 4536¢g

1 tonelada (ton) = 907.18 kg = 0.9072 t

1slug = 14.594 kg

1onza (0z) = 0.02835 kg = 28.35¢g
FUERZA

11bf = 4.4482 N = 0.4536 kgf
1 kip = 4.4482 kN = 453.6 kgf
1tonf = 88964 kN = 907.2 kgf

PRESION Y ESFUERZO

1 Ibf/plg? (psi) = 6.8947 kPa 0.07081 kgflcm?

1 Ibf/pie? (psf) = 47.8802 Pa = 4.8825 kgf/m?

1 kip/plg? (ksi) = 6.8947 MPa = 70.3081 kgf/cm?

1 Kip/pie? (ksf) = 47.8802 kPa = 4.8825 x 103 kgf/m?

1plgHg = 3.3768kPa = 33.768mb = 25.4torr = 0.0345 kgflcm?

TRABAJO Y ENERGIA

1 pie-lbf = 1.3558J = 0.1382 kgf - m
1Btu = 1055J = 1.0550 kJ = 0.252 kcal

POTENCIA

1 pie - Ibf/ls = 1.3558 W = 0.1382 kgf - m/s
1 caballo (hp) = 746 W = 0.746 kW
1 Btu/s = 1.0550 kW = 0.252 kcalls

V. Equivalencias de diversas unidades

1 gal (Gran Bretafia) = 4.546 m® = 4.546 L
1long ton (GB) = 22401b = 1016 kg
1 quilate (métrico) = 200 mg



Superficies

B 1

Cuadrado
A= g T //
7/
a = VA o S,
’
d=avz l e
Rectangulo
A=ab 13 N
< ///
d =\/a + b? 3 -
a

A =ah=absena
dy =/ (@ + hcota)? + h?
dy=+/(a - hcota)? + h?

a .
Trapecio
r.va “Nj
= ath =mh
2 ! \
b 9 S—
a
m— + l m_
2
I
Triangulo
A= ah
= 2 _Ps
=\/8(s—a}s—-b)(s—c)
_a+b+c

2




b 15

b 16

b 18

b 19
b 20
b 21

b 22

b 23
b 24
b 25
b 26

b 27

b 28

b 29

Superficies

’BZ I

Tridngulo equilatero

& = T
4 i o
a - |
h= | L\
l—a
A == %_rz‘/‘m + 25 Pentagono regular
a = -;—r\/10-2\/?
p = %r\/6+2\/§

Construccién:
AB=05r, BC=BD, CD=CE

A = %az-\/:;
d = 2a
= i5211555
ol e
s = gdgo,aeed
A = 2as=083s
= 2s8\/d*—s*
a = stan225°=0415s
s = dcos225°=0.924d
s
d = ——— =1.083s
cos 22.5°
Poligono
A= A +A:s+ As < RBARRRRY

As \'
ahy+ bhs + bhy N
2
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b 32

b 33

b 34

b 35

b 36

b 37

b 38

b 41

b 42

b 43
b 44
b 45

b 46

b 47

Superficies

B3

Circulo

A=L o —pp2
4
=0.785 @*
P=27nr=mwd
Corona circular
A=Z (D — )
4
=x(d +b)b % L
p=221 | J
2 b D
A= {ZO(:EJ’Z Sector circular
360 2
br
2 [N\
b=— ta
180

&= 1—30— a (@ =aen radianes)

-

23
§ =2rsen—
2

h r?
A=—(3h? + 4s%) = — (&—sen a)
6s 2

£ h +s2
T2 'sh
s
B = —cosi):—tani
2 2 4

: Ver férmula b 39.

Segmento circular
S T~ r

WA
L]

Ja Dt

[/

&
A=ZpDd=xab
4
D+d
m
2

h)

1 1 1
=mw@+b)[1+—N\+ —\-
( ) [ +4A+64)L+256

25 : a-b
A% +...], dondeA=—
16 384 ! B

X+ |

Elipse

RS E——



c 10

Cuerpos

V=a
A=6a
d=+\/3a

Prisma rectangular (recto)

V=abec h

A=2(ab+ac +bc) “

d:\/m »
Q

Prisma oblicuo

V=Ah h
<
(Principio de Cavalieri)
A

Piramide rectangular (recta)

V= M =
3
4‘7 A

Piramide truncada

h
VZE(A1+A-3+ V A1 As)

A A,
zh‘_+_f_
2




Cuerpos C>

c 16
c 17
c 18
c 19

c 25

Cilindro circular (recto) l
v =Zgh
4
<
A =2mrh
A, =2mr(r + h)
d

V=Znho-a
4

Cilindro hueco

v =lf2h

3
A =mrg
Ar=mr(r + g)
g =VvVh+r
Ar: Ay =xt:h?

v =1—7;h(D2+Dd+dz}

A1=%Q(D+d)=27rph

g =D —d)/2]) +h?

4 i
V =—7mri=—md?
3 6

= 41893

A =dnrt=na?




c 26

c 27

c 28

c 29

c 30

c 31

c 32

c 33

c 34

c 35

c 36

Cuerpos

Cs

v :%n(3a= +8b%+ hY)

A;=2mrh (Zona esférica)

Ar=m(@rh +a + b?

Segmento esférico truncado

4 3
V =—h(—s? 4+ h*
= (4 + h?)

: h,
=ah?(r — —
mh* ( 3!

A, =2mr h (Casquete esférico)

=%(s2+4h2)

2
V =—mrth
3T

A,:%r(4h+s)

Ar=2mh(R +1)

2

v :iwr-h
3

A=2ar(h+ViE—rr4)




c 38

c 38

c 40

c 4

c 42

c 43

c 44

c 45

Cuerpos

Ca

Toro

- (anillo de seccién circular)
V =—Da?

4
A =n*Dd i 2

[o m——
Cilindro con corte inclinado
NN

v== d*h "

4

d s

2 Cuna cilindrica
V =—rh

3
Ai=2rh

A=A + %rﬂ-%h/ﬂ + h?

v=2XZn
P (2D* + &?)

Barril

h
4 =E(A,+A2+4A)

Esta férmula se aplica también
a los cuerpos de las partes
C1 a C3, incluso para la esfera
Yy sus porciones.

Prismatoide
Az

> -
-t:lN
=} A1



Algebra

Potencias y raices

D 1

FORMULAS PARA POTENCIAS Y RAICES

General

Ejemplos

prarxtq-a=(p=q)a

3a* + 4a* = Ta*

am.a~ = am™* as-a*t=a"
am EL
—_—=an" —_—=ag%2—=—3t¢
ar az

(am)n = (aﬁ)m = gmn

(@%)2 = (823 = a®2 = a®

"= —

an

0]

AT + TVE =1 VX

vab =va Vb VTG X8 = /16 x /BT
Ve _ 7 (a)% VE
NI \/1:- b V2 Ve
Ve = @ =~/a
‘F=({/3) =a:_‘ \A/;" =(</—a') =aT
vV—a=iva V=9 =i/9=i3
*No es valida en algunos casos; p. ej., V(i—2)2=+2
(V=2 )=-e

Nota: Los exponentes para potencias y raices

deben ser escalares.
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Algebra D>

Potencias y raices

LOGARITMOS
_ Base del . ‘
Sistema sistema Denominacion
log, a Logaritmo de base a
logyy = log* 10 Logaritmo comin
log. = In e Logaritmo natural
log: = Ib 2 Logaritmo binario

En log,x = b se Haman: a, base
x, logaritmando
b, logaritmo

Reglas para el calculo con logaritmos (de base cualquiera)
log (x-y)=logx + logy
log % =logx — logy
log x» =n log x

log \"/ X = % log x

Igualdad entre expresiones con exponentes
g*—=p—=gthna
log b I
a—= \'/F
Transformacién de logaritmos
1091y X = l0gyy € - In x = 0.434294 . In x
logie x

logyy e
Base de los logaritmos naturales: e — 2.718 281 83. . .

de donde: x —

log a

In x=

= 2.302585 - logq X

Caracteristicas de logaritmos de base 10

log001 = —2 obien, 8...-10
log0.1 = -1 obien, 9...-10
log 1 = 0
log10 = 1
log100 = 2

Nota: El logaritmando (o antilogaritmo) debe ser un valor numérico.
*También se usa la notacién Ig.
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Algebra D3

Potencias y raices

TRANSFORMACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS USUALES
(@=xb)*=a*=*=2ab+ b*
(@axb))=a*+3a*b+ 3ab*=b*

(a4 b)=a"+ %a"" b+ n(n—1) av2 b2

nn—1)(n—2) g, "
+ Y a3bi4...4+0b
(a4 b + ¢)? = a2 4 2ab + 2ac + b> 4 2bc + ¢*
(a — b+ ¢)? = a? — 2ab 4 2ac + b* — 2bc + ¢*
a>—b>—= (a4 b)(a—b)
a* + b*= (a4 b) (2> — ab + b?)
a* — b® = (@ — b) (a*> + ab + b?)
a"—b*r=(a—>b) (a4 a2bfavib2 | ...

+ abn-z + bn-l)
Ecuacién cuadratica o de segundo grado
Forma normal x24+px+qg=0
Raices x*x——£+\/f—q
" 19 AR = 2 — 4
Teorema de Vieta P=— (X1 4 X2); @ = X1 - X2
Calculo aritmético de la raiz cuadrada
Explicacion
Ejemplo Los valores entre paréntesis se refierenal sjemplo.
/214369 = 45.::} a) Hacia la derecha y hacia la izquierda del punto
16 = | decimal formar grupos de dos cifras.
543 : 86 ! | b) Obtener la raiz cuadrada del primer grupo
516 H (21). Registrar como primera cifra del resultado
2769 : 923 el nGmero entero asi obtenido (4), elevarlo al
2769 cuadrado (16) y restarlo del primer grupo para
0 tener un residuo (5).

c) Bajar el siguiente grupo (43), y dividir entre el doble del resultado
obtenido hasta el momento (2 X4 — 8) las cifras anteriores me-
nos la dltima (54 : 8 = 6). Registrar el cociente (6) como siguien-
te cifra de la raiz. Agregar este nimero al doble del resultado an-
terior (8) Multiplicar el divisor asi obtenido (86) por la dltima
cifra del resultado (6) (516 = 86 X 6). Calcular la diferencia (27).

d) Repetir el procedimiento hasta terminar.

Determinacién aproximada de una raiz

" » 1 A
Six =+/A, entonces x = — [(n—1)x‘,+ “—]
n Xo ™
donde x, es el valor estimado de x. Sustituciones de valores sucesivos
de x, aumentaran la exactitud del valor de x.
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Algebra ' Da

Teorema del binomio

BINOMIO DE NEWTON

aror=(ar+ (Vorro g (Darrorg (Yoo

n tiene que ser un nimero entero
(n)k nn—NnNn—-2)...n—k+1

k!~ 123 ..k

4-3-2 at:;.b:&+b4
1+ 2-3

=a'+ 48 - b+ 6a*- b* + 43 . b' 4 b*

4 4.3
(a+b) =184 -a"tb f ——atr.b* 4

Resolucién esquematica. Coeficientes por el Triangulo de Pascal

(a4 b) 1

(a+ b) 1 1

(a + b)? 1 2 1

(a + b 1 3 3 1

(a+b)t 1 4 6 4 1

(@ + b)> 1 5 10 10 5 1
(a+ b)® 1 6 15 20 15 6 1

Se contintia de manera que cada renglén empiece y termine en 1.
Los nimeros restantes son la suma de los dos nameros situados
inmediatamente arriba a la derecha y a la izquierda.

Exponentes

La suma de los exponentes de a y b en cada término es igual al
exponente n del binomio. Cuando disminuye el exponente de a au-
menta el de b.

Signos
En (@ 4 b) todos son positivos.
En (a — b) se empieza con + y luego se van alternando.

Ejemplos
(a+ b = a’ + 5a* b 4 10a* b* 4 10a* b* -} bab* + b*
(@ — b)* = (4) @ — 5a* b + 10a* b* — 10a* b3 + Sabt — b®
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Permutaciones, combinaciones y ordenaciones

PERMUTACIONES
Numero de permutaciones de n elementos*:
Po=m=1x%2%3.. XD
Ejemplo: Los n = 3 elementos a, b, ¢ pueden permutarse de las seis
maneras siguientes:
abc bac cab
acb bca cba

P; =3! =1 X 2 X 3 = 6 permutaciones

Caso especial: Si al permutar n elementos existen n, elementos del
tipo 1, n, elementos tipo 2, .. ., y n; elementos del tipo k, entonces:

n!
Pn.k:—_
X n! X...oxm!

Ejemplo: Los n = 3 elementos a, a, b pueden permutarse de tres
maneras diferentes:
aab aba baa

En este cason = 3,n, = 2, n. = 1; por lo que

3! 1x2x3

= —  — ———— = 3 permutaciones
2 x 1 1x2x1

3, 2
COMBINACIONES Y ORDENACIONES

El nimero de modos diferentes en que pueden asociarse los elemen-

tos de un conjunto de n de ellos tomando k cada vez, sin tener en

cuenta su orden, se llama nimero de combinaciones. Hay que especi-
ficar si los elementos se repiten 0 no.

Considerando el orden de los elementos se habla de ordenaciones.

La tabla D 6 presenta las formulas de combinaciones y ordenaciones,
con y sin repeticion de elementos.

*n! recibe el nombre de factorial n.



o —=
R e

op

o o) Q. o2
5 s
) @

Numero de combinaciones
sin con
repeticién

Namero de ordenaciones
sin con
repeticién

" n! n iR n+k—1
i grm=( 1 )| &= )

Oy =Cy - Pk ()k' "0y = n*

Formulas
r con repeticién T n —k)!
Significado | C : nimero de combinaciones posibles O : niimero de ordenaciones posibles
de los n : nimero de elementos dados
simbolos k : nimero de elementos seleccionados de entre n elementos dados
Datos n =3 elementos: a, b, ¢
k = 2 elementos seleccionados del conjunto de 3
Posibi . ab ac aa ab ac . ab ac aa ab ac
IAgs('j - . . bc . bb bc ba . be ba bb bc
» iades P o o Of ca ¢cb . ca cb cc
(o]
- 3 3 3+4+2-1 3 3 &
Q a=( ) C :( O = )2! 10, =i8°
£ |Calculo del C. 2 : 2 ) 2 *
o |nGmero de 3x2 _(4) _ _3 —9
= | posibi- = =3 —\2 TBE=2p "1
w |F ' !
lidades L _ AN _xexg .
T ix2 5 1 -
Observa- Los grupos ab y ba, por ejemplo, Los grupos ab y ba, por ejemplo,
ciones pertenecen a la misma combinaciéon pertenecen a ordenaciones dife-
rentes

(s @ ue ugioeodx3)

SaUOI9BUIPIO A SBUOIdRUIqWOD
BIqab|y

°d
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Determinantes

Determinantes de dos renglones o filas:

@y -X+a@w-y=r B
fuktemy=n| po| o |=aumm—ones
= : Jbd21 2ol
— S
Poner la columna de r en vez de la
columna de x | columna de y
a r
=na n ol =ra
—] :2a D,= A5 -2 r l;
2d12 _82'1 ~.r2~ 1621
b &= = ot
D, D,
R == y _——
D D
Determinantes de tres renglones (regla de Sarrus):
8y X+tazytas-z=n
8 X+ 8y Y+an-Z=Tr
831 X+ 8g Y+ Z2=1;
an a1z @iz | 8n 812
~ g N P = @11+ 892 833+ Q12 * 823 ~ 851
D=|an a@n ‘ay |8y 82 | 481388 — 81378 -ay
o e e Tu —a@yy 83 832 — 812 1 * 833
A G 8w | 8y 8
_ . 8 e Sp. g
Sustituir la columna de x por la de r:

61
B =11y *8y*833+ 812-823- I3

+a13+ Iz + @2 — @13+ 8g2° 13

—1Fry - 893-83— @12°l2 -8z

.
Desarrollar D, y D, de igual manera, sustituyendo la columna de y o z
por la de r; por lo tanto,

Dy D, D;
=— Y= 2 =—

D D D
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Determinantes

Algebra l Ds

Determinantes de mas de dos renglones:

(En un determinante de mas de 3 renglones también puede aplicarse
la regla de Sarrus, de acuerdo con D 7).

Formar una matriz y mediante adicién o sustraccion de dos o mas
renglones, transformados previamente por multiplicacién o division,
introducir elementos nulos.

Desarrollar el determinante por renglones o columnas con el mayor
nimero de elementos nulos, e introducir signos alternadamente (co-
menzar con 4 en ay).

Ejemplo:
+ - + i
an a2 a
eeenecBpyemeneeneBageesnneesBogeencen spgeens
...... F- 1S TR NUR M. -
ag 842 43

Desarrollo para la cuarta columna:

+ - + + - +
ayy----- 812-----a13 811-—- =812~~~ a1z
Az |8n age 3y — @4 |821 aoe ap3
an 42 Aay aq 2 d43

Debido a que no se pueden introducir ceros como en el caso anterior,
puede hacerse el siguiente desarrollo. Por ejemplo, con los primeros

renglones:
o)

Para los determinantes inferiores D,, D,, . . ., introducir las columnas
de rde acuerdo con la pagina D 7 y luego desarrollar como el deter-
minante D.

83 az

841 842

azy  Adys ayy 8us

12 13

D 2324( an

Qgy 843 841 843

Obtencién de las nincdgnitas uy, ..., u, con las férmulas:
D, D, D,
Uhh=—, Up=-—, ..., Up=—
D D D

Nota: Para un determinante de n renglones se hara el desarrolo hasta
obtener determinantes de tres renglones.
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SERIE ARITMETICA
La sucesion 1, 4, 7, 10, etc., se llama progresion aritmética. (La diferencia
d entre dos términos consecutivos es constante.) La suma de una progre-
sién se llama serie.
-1

Sp= g (ag+ap) =an+ ﬂnz_)d endonded=a,-a,_;

a,=a;+(n-1)d
Media aritmética: cada término a, de una progresién aritmética es la me-

dia aritmética de sus términos adyacentes ay _ 1y ap 4 1.
8m_y * 8y
2

4+10
=7).
2 )
SERIE GEOMETRICA
La sucesién 1, 2, 4, 8, etc., se llama progresién geométrica. (El cociente g
de dos términos consecutivos es constante y se llama “razén” de la serie.)
qQ"-1 g.a,-a, a,
i ——— ara =
q-1 q-1 B b An_1q
a,=ay.q""!
Media geométrica: cada término a,, de una serie geométrica es la media
geométrica de sus términos adyacentes am_ 1Y am .. 1.

Asi, el m-ésimo términoes a,=Va,_,.a para 1<m<n

'm m+1
(por ejemplo, en la serie anterior a;=v2- 8 = 4)

Para las series geométricas infinitas (n — «, Igl < 1), se aplican las si-
guientes ecuaciones:

Asi, el m-ésimo término es a, = para 1<m<n

(por ejemplo, en la serie anterior az =

Shp=2ay

ap=lima,=0; sp=lims,=a; ——
n—s e n— e =g

SERIE GEOMETRICA DECIMAL
Aplicacion al calculo de series normalizadas de nimeros.
El cociente de dos términos consecutivos se llama “relacién progresiva ¢

b
o =V10 b 2 1, entero.
b determina la cantidad de términos o numeros normalizados de una serie
en una década. Los valores de los términos que se deben redondear se cal-
culan de acuerdo cond 77: :
a, = a; (VI0)-1 = a, (101  pn=1. b
Comenzandocon a;, =1 o a,;=10 o a;=100 o ...

Ejemplos: b | designacién | nota
6,12,24,... |E6, E 12, E 24, ...| serie E internacional, ver Z 2
5,10,20,...1R5,R10,R20,... serie DIN, ver R" 1

a,: término inicial n : cantidad de términos

a,: término final s,: Suma hasta n términos

d: diferencia de dos términos q: cociente de dos términos

consecutivos consecutivos
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Algebra l D 10

SERIE BINOMICA O BINOMIAL

m=respers (e ()= Qs

aes un nimero cualquiera, positivo o negativo, entero
o fraccionario.

Férmula del coeficiente binémico.
(a) ale—1) (a—2) (@—3)...(a—n+4+1)
n —

1-2-3...°n
Efjemplos: para
1+X:(1i){)_l =1: X+ X2FExi4 ... |x|<1
2 1 1 ;. ]
VIiEXx =(1x=x)? =1i-2—x—?x”rﬁx3—... |x|<1
LYY  JENTER WS P I T
Vizx (EHL =lzgxtgiEgP+t.. |1

SERIE DE TAYLOR (SERIE DE MACLAURIN)

,,,( )
f(x) =f(a) +—— (x —a)+

x—a)P+..

De aqui que la forma de Maclaurin, cuando a — 0 es
(0) i (0)

f(X)—f(0)+— + X4
Ejemplos: _| para
% X toda
e“’—1+ + +—+ x
I In a)? X -1na)®
gl B ey, e
x—1 1/x—1 x—1 =
= i 0
= [x—|—‘l (x+1 (x+1) ]_x>
rn(1+x)—x_—+ -+ + X =<
X=+41
N2=1—+ 4 1.4 N
B —? ats T

(Continda en D 11)
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Algebra

Series

Ejemplos:
x3 x5
senx =x — e + .
xt  xt

SERIE DE TAYLOR

(Continuacion

X7
7
X6

— 4.

cosx=1—a+z_a+,,,

17

1 2
tanx:x+?x3+ﬁx5+31s X"
cotx:l—lx—-lxs__z_.xs_._.

x 3 45 945
sen—‘x=x+-1-x_ﬂ+ﬁfi 1__12"_’_{_

23 '2:45 2:467

cos-1x = - — senix
. x* x5 X7 x®
tanix =x — — 4 —— —_——

3 5 7 9
cot'x =L _ tan-ix

. x5 x5 Xt x®
senhx=x+.3_!.+a+7_!+.9_!+___

VAN <
cmx=1+z+z+a+a+...
tanhX=X—_1-x3+3x5_£_ s ;

3 15 315
cothx=—1—+lx_1_xs+ix__

X 3 45 945
senh—“xzx_Lx_3 2"___1_1.5_)(_1

23 2:45 2:4-6 7

11 1.3 1 1-3:5 1
cosh-‘x:anx—;z—ﬁ_-ﬂT;_mﬁ
i x3? X~ X7 X9
tanh x=x+§-+?+7+3+_“
Cothix=— 4
x = 3x3 5x° 7x7

0< x|
[x|<a

Ix] <1
x>
x| <1

|x}>1
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Algebra

Series

D12

Generalidades: Toda funcién
periédica f(x), que puede des-
componerse en el intervalo de
periodicidad — w# =< x = m en
un nimero finito de intervalos
continuos, podra descomponer-
se en ese intervalo en una serie
convergente de la forma (x =
wt):

SERIES DE FOURiEH

y

- (o} n a;n mn x

a X
fix) = ri - 2 {a. cos (nx) + b, sen (nx)]

n=1

Los coeficientes de cada término se forman como sigue:

1 -
= = J‘f(x) cos (kx) dx

1 r
bi=— f f(x) sen (kx) dx

parak =0,1,2,...,enunoy otro caso

Simplificacién del calculo de los coeficientes:

Funciones pares: f(x) = f(— x)
2 n
ar= —f f(x) cos (kx) dx
m Yo

parak=0,1,2, ...

by =0
Funciones impares: f(x) = — f(— x)
a,=0

2 m
by = ?f f(x) sen (kx) dx
[
parak=0,1,2,...

Funcion par

Funciéon impar

Sif(x) =f(—x)y
1(?” +x)=— i(% — x) entonces

4 w2
ar=— | f(x)cos (kx)dx
™0
parak =1,3,5,...
a,=0parak=0,2,4,...
by,=0parak =1,2,3,...

Sifx) =—fH—x)y
r(% X)) =— f(% — x) entonces
/2

4
by =—1 f(x) sen (kx) dx
‘” 0

parak=1,3,5, ...
a,=0parak=0,1,2,...
b, =0parak =2,4,6, ...



Algebra D 13

Series
TABLAS DE DESARROLLO EN SERIES DE FOURIER
di120| y= a para0<x<m 4 re—

1
di121| y=—a parar<x<2m ! :

0 | Tt 12
I

el ed
4a sen (3 x) sen (5 x)
d 122 y=—[s At e iz ]
3 5
di23| y= a paraa<x<wr—a y i

d124| y=—a pararta<x<2m— a

% 4a 1 L_.:
d125 y=—;[;_:osasenx+?cos(3a) sen (3x)
4, %cos (50) sen (5x) + . ]
d126| y=a paraa< x < 2m—a - y —
d127 | y=1#@2r+x) i I
L 1l . L T
O @ | Z 2% am X
d128 =§[”2_°‘_se" o L1 i [P
_Mcos(gx)+,__
y=ax/b para0=x=<b ¥ TT-\
y=a parab=x=wm—0>b 2
0 nof2n 3N x
y=alr—x)/b param—b=x=w \ /{J\J \_
7-b
4 a1 1
y=;?[ﬁsenbsenx +1-3-2-sen (3b) sen (3x)
+§sen(5b)sen(5x)+..,
ax y
d133 =— 0 2
y = para0 < x < 2w _A

d134 | y=f@m+x) X J/

o n 2n 3n X
sen x sen (2x) sen (3x|
—+ +...

1 2 3

a a
d135 =———[
. 2 =




Series ' D 14
SERIES DE FOURIER (Continuacmn)
d136| y=2ax/m para0 = x =x/2 y
d137| y=2a(r—x)/m  param2<x=m -% : ,L .
d138| y=—"flmr+x) % \ X
% 8 sen (3x) sen (5x)
d139 y=—ajsenx — ———+
n? 3¢
d140| y =ax/m para0l=x==
d141| y=anr— x)/= parar=x<2mr c
d2 y =f(2m4 x) of F 3 2t an
a 4a| cosx cos (3x) cos (5x)
d 143 y_?-;[ = ¥ + = +]
d144| y= asenx para0<x<mr Y
d145| y=—asenx parar<x<2mw i b
d146| y=f(w+x) oy
e _%o g noom _am «x
_2a_4a| cos (2x) cOoS (4x ) cos (6x)
d 147 = _n_[ T S5 + R +]
di4s| y=o0 para0<x<m/2 yh
S PSRN AT TA
d 149 y_asen(x—? para;éxsa— \_ ul
d150 | y=f(2r+ x) -£° § rnFam i 1L X
—" 2a cos (2x) __cos (4x) cos (6x)
d 151 ==|=—= ——
B8 15 = 1r|:2 A = ?—1 " 1 ]
d152| y=x para —mT=X=m y
d153 | y=f(—x) =f(27+ x) !
E -n O m ot 4m  &W
w2 cos X cos (2x) cos (3x)
d 154 y:——4[ P — > “+
d155| y=ax/w parad=x=w= y ]
d156 | y=f@mr+x) f 2 ; -
% n .
_a 2a| cosx €0s (3x) cos (5x)
d 157 y'——q—_-:r‘-’[ T = = +]
a | senx sen (2x) sen (3x)
+ ﬂ'[ 1 2 + 3 ]
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Algebra D 15

Nameros complejos

Generalidades: AEje imaginario
z=re? -
a — parte real de z ‘ ******
b = parte imaginaria de z g . :
r = médulo (valor absoluto) de z I :
¢ = argumento (ang. en rads.) de z e | Eie -
(@ y b son reales) o real
t=v/—1

P=4i i1=—1i

E=—1 =1

p=—i P=i

=1 =41

=41 18 o

etc.

Nota: Para evitar confusiones, en la electrotecnia se sustituye i por j.

En coordenadas cartesianas:
z=a+4ib
23+ 23 = (a1 + a2) + (b + b2)
2y — 2o = (81 — @) + i(b, — by)
Zy + 23 = (8182 — b1 ba) + (@1 b2 + 82 by)

7z ai+bs? a* + by*

Zy 8182+ b1 by i—31b2+52b1

a% 4 b? = (a -+ ib) (a — ib)

VaEb= J”V‘” .‘I +\/2e*+b2

Sia; = a;y by = b;, entonces 2, = 2,.
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Niameros complejos

En coordenadas polares:

z=r(cos¢p +i-sen¢p)=a+ib

r=+4+va*+b*
b
=1t l—)
) arr(a
b
sencp:T ) cosgb:ri 1an¢':£
a

21 Zy=T1-ry[C0S {1+ o) +i-sen () + )]
Z

2 =Ll cosipr—pa) +i-sen(bi—dall (225 0)
22 o

z"=r"(cosn¢+i-senng) (n >0, entero)

n n + 27k 2ak
\/7=|\/T|(cos¢T+i-senj¢+n—w)

% 2wk 27k
\/TzcosT—l— i-sen — {raiz n-ésima de la unidad)

Enlas formulas d 178 y d 179 se tiene k=0,1,2, ... ,n—1
e'®=cos ¢+ i-seng
——. N
cos¢ +i-sen¢g
|e'¢| =~/cos? p+ sen*p=1
el 4 e1d e _ gid

COqu:—z—— sen ¢ = 5

e't=cos¢p —i-sen¢ =

Inz=Inr+i(¢p+2rk) (k=0=1=%2..)
Sir =r,Y ¢ = P2+ 2wk, entonces z, = z,

Nota: ¢ es el angulo en radianes (arco)
k es un nimero entero cualquiera.



d 185

d 186

d 187

d 188

d 189

d 190

d191

d192
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Aplicacién de la serie geométrica

D17

Célculo del interés compuesto

Ky=Kky -1

L
0 =
9%

o

" logq

Célculo de rendimientos

kn=ko'qn_r'q

9" =1
q—1

, e 0 — k)@ — 1)

log

@ —1gq

r.q—kq(g— 1)

r'q_kn(q_ 1)

log q

Si k, = 0 se obtendréan las férmulas de amortizacién.

Célculo de depdsitos

Férmulas para cuentas de ahorro

ka=ko, q"+2z

q* —
qg—1

(kn — ko - g") (g —1)

g —1
kg—1)+2

kilg—1) 4z

logq

=
Y

N oSN X

Significado de los simbolos

Capital inicial
Capital a los n afios
Anualidad

Depésito

n Nomero de aios
p Tipo de interés, en fraccién
(p. ej., 0.06, o sea, 6%)

g =1+p
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Algebra D
Resolucién geométrica de ecuaciones 1 8
b.c g
X=— a
a
a:b=c:x
4

a:b=b:x

x = tercera proporcional

bz

x = media proporcional

x2=a%4 b?
por tanto, x =~\/a24 b

Xx = hipotenusa de un triangulo
rectangulo.

X:%\/ﬁ’

x = altura de un tridngulo equilatero.

a:x=x:(a—x)
x = porcién mayor de un segmento
dividido
Segun la seccién durea:

a
x:E(\/E_nso,susa

Sley




Trigonometria E 1

Fundamentos

MEDIDA DE ANGULOS PLANOS

Representacion:
La medida de un &ngulo puede ex- %
presarse en unidades comunes (gra-
dos) o en unidades de arco (radia-
nes). Se representa a veces, respec-

tivamente, por ay a.

Unidades comunes (sexagesimales): grado (°), minuto ('),
segundo ().

1° =601 = 60"

Unidad de arco:

1 radisn (rad) es el dngulo central
de una circunferencia de radio uni-
tario que intercepta un’ arco tam-
bién unitario. Por lo tanto,

im X . .
1rad = = 1 (numero adimensional)
m

Con frecuencia no se indica especificamente la unidad, como en la
siguiente tabla.

al 0° 30° 45° | 60° | 75° | 90° | 180° | 270° | 360°
w/6 | m/4 | w/3 |5m12| w/2 Ls 3n/2| 2w
0 052 | 078 | 1.05 | 1.31 | 157 | 314 | 471 | 6.28

R

Equivalencias. Por definicion:

360° =27 rad
1°= T rad
180
- m™ a
A= ——— Y = ——————
1 57.2967

1°=-"_ rad = 0.017453 rad
longitud de arco 180

acag=—mo — ——— 180°
radio 1rad = - = 57.2967°

Q0
Il



Fundamentos

Trigonometria l E>

Longitud de un arco

La longitud de un arco (b) es el pro-
ducto del radio r y el angulo central T
a (en radianes) de la circunferencia: b

e 7 b=ra

Funciones trigonométricas. En un triangulo rectanguio:

cateto opuesto  a
e 8| sena=——— =—
hipotenusa c

cateto adyacente b
e 9| cosa=m—m—m——— = —

hipotenusa c
cat. op. a 1 1 1
e 10 | tana=———= —; cOta = ——; seCa = ; coseca = —
cat. ady. b tana cos a sena

Valores de las funciones de angulos importantes
a | 0°| 30° | 4s° | 60° | 75° | 90° | 180° | 270° | 360°
sena| 0 0.500 | 0.707 | 0.866 | 0.966 | 1 0 -1 0
cosal 1 0.866 | 0.707 | 0.500 | 0.259 —1

0 0 1
tana| 0 0.577 | 1.000 | 1.732 [ 3.732 | o 0 o 0
cotal = | 1.732 | 1.000 | 0.577 | 0.268 | 0 © 0 ©

Relaciones entre las funciones seno y coseno

Ecuaciones fundamentales:

Funciénseno y = Asen (ka— ¢)
Funci6n coseno y = A cos (ka—¢)

e 13
&
Seno de amplitud A=1 yk =1
——.—— Seno deamplitud A =15y k =2
-—— — Cosenc deamplitud A=1 yk =1
e 14 o bien, seno con defasamiento ¢ = ;



Trigonometria Es

Variaciones en los cuadrantes

(U

® o0
REBL 8BY

sen ( 90° —a) = 4 cos a sen ( 90°+a)_+cosa
cos( " )=+4sena cos ( )=—sen a
tan ( " )=+ cot a tan ( " )=—cot a
cot ( " )=+4tan a cot ( " )=—tan a
sen (180°—a) + sen sen ( 180° 4+ a) = —sen «
cos ( )=—cosa cos ( " )=—cos a
tan ( " )=—tan « tan ( " )=+4tan a
cot ( " )=—cota cot ( "’ )=+cot a
sen (270° —a) = — cos a sen ( 270° 4+ a)=—cos a
cos ( " )=—sena cos ( " )=+sen a
tan ( " )=+4cot a tan ( " )=—cot a
cot ( " )=+tan « cot ( " )=—tan a
sen (360"——«) —sen a sen ( 360° + a) =+ sen a
cos ( )=+cosa cos ( " )=+4cos a
tan (" =—tan a tan ( " )=+tan a
cot ( " )=—cota cot ( " )=+4cot a
sen ( —a )=—sena sen (a+=n -360°) = + sen a
cos ( " )=+cosa cos ( " )=+4cos a
tan ( " )=—tan a tan (a+=n -180°) = 4 tan «
cot ( " )=—cota cot ( ” )=+ cot a
+y) H \ H
\ & ‘ :
\ ¢
\ 7
<o \
<
N
)
N
a
-y ': \ '
0° o 90°| ¥ 186 = 270% 2x 366 |ex



Trigonometria ‘ Eia

Transformaciones trigonométricas

RELACIONES FUNDAMENTALES
e 35 sen*a+ cos*a=1 tana- cota=1

e 36 14 tan*a =

- 14 cot?a= -
cos?a sen‘a

Funciones de sumas y diferencias de angulos
e 37 sen (a=* B) =sena- Cos B + cosa - sen B

e 38 cos (= B) = cosa- COsS 8 = sena - sen B

tana = tan g

e 39 tan (ax g) = ———m88
la=4) 1¥Ftana- tanpg

cota-cotpg = 1

e 40 co((aig)z_:__lf_L

cotgB *+ cota
Operaciones con funciones trigonométricas

e M sena + sen g = 2sena:ﬂ cosa;ﬁ
a a—

e 42 sena — sen g = 2cos—:isenTB

e 43 cosa+4 Cos B = 2cosa:ﬂ cosal_zlg
a —_

e 44 cosa — cos 8 = — 2 sen +Bsena25
sen (a=*

e 45 tan a =+ tan /):——uL
cosa- cos 8
sen (8 =

e 46 cot atcotp}:&
sena- sen B
1 1

e 47 sena'cosﬁ:;sen(a+ﬂ)+?sen(a—,8)
1 1

e 48 cos a -cosﬁ:?cos(a-f-ﬁ)-}-—é-cos(a—ﬁ)
1 1

e 49 sena - senﬁ:?cos(a—ﬂ)—?cos(a+ﬂ)
tan tal —

e 50 tana * tan g = L nﬂ:vtana tan g
cota -+ cot g8 cota — cotg
cot cot cota — cot

e 51 cota - cot p= XatCME_ cota d
tana+ tan g tana — tan g
cot tan cota — tan

e 52 cot a - tan B = at A _ i B

T tana+cotp  tana — cotg



e 53

e 54

e 55

e 56

e 57

e 58

e 59

e 60

e 61

e 62
e 63

e 64

e 65

e 66

Trigonometria

Transformaciones trigonométricas

Es

RELACIONES ENTRE FUNCIONES DE ANGULO SIMPLE,
ANGULO DOBLE Y ANGULO MITAD
sena = cosa = tana = cota—
cos (90° —a) sen (90° —a) cot (90° —a) tan (90° —a)
V1 — cos?a V1 —sena 1 !
cot a tan a
a [*3 a [+ sena Ccosa
2sen — .cos — [COS?— — sen® —
2 2 2 2 cosa sena
tan a cota sena cosa
V1 + tan*a VvV 1+ cotza V11— sena V1 —costa
\/ cos?a — cos 2a 1—ZSen2i ! -1 _1*_
2 cos® a sena
\/1 — cos 2a \/1 + cos 2a + cos? a \/1 — sen’a
2 2 cosa sena
1 1
V 1+ cot?a VvV 14 tan?a
2tan < 1 —tan‘zi 2tani cot'—'i—1
2 2 2 2
(24 a a a
1+ tan? — 1+ tan® — 1—tan*— 2cot—
+ 2 + 2 2 2
sen2a—= cos2a = tan2a= cot2a =
2sena-cosa cos?’a — sen?a 2tana cotta —1
1—tan*a 2cota
2cos’a— 1 2 1 1
—— |—cota— —tana
1—2sen*a cota— tana |2 2
a a a a
sen — = COoS — = tan — = cot — =
2 2 2 2
sen a sen a
1+ cosa 1—cosa
\/1—cosa \/1+cosa 1—cosa 14 cosa
2 2 sen a sen a
1—cosa \/ 14 cosa
14 cosa 1—cosa
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Trigonometria ] Es

Teoremas o leyes principales

TRIANGULO (OBLICUANGULO)

Teorema de los senos

\ a !

sena:senp:senyY=a:b:c
c
= sena= sena
sen g senY
a c
b= sen g = sen g
sena senY

= =——seny

seny
sena sen g
Teorema de los cosenos

a*=b*+c*—2bccosa
2= c?*+ a*—2accosgp
ct=a*+ b*—2abcosy

(El coseno es negativo en el caso de angulos obtusos)
Teorema de las tangentes

. N N
tan_-i__’u tan oty tanﬁ+/
at+b _ 2 atc 2 b+c _ 2
a—b a—g a—c a—_vy b—c — B—
tan > tanT tan 2
Relaciones para el angulo mitad
tan% — P tanl __P X__°P
2 s—a anz s—b tan2_s—c

Area, radios de las circunferencias inscrita y circunscrita, y
semiperimetro
1
2
A=\/s(s—al(s—b)(s—c) =ps
JEmaE b
P=N T
1 a 1 b 1 ¢

A= bcsena = %acsenﬁ =%absen7

T2 sena 2 seng 2 seny
a+b+4c
S$=m—
2




Trigonometria

Funciones inversas

E7

Notaciones: sen™' x = arc sen x = ang sen x

Definicion:
Funciény =
sen~! x cos™' x tan~' x cot™! x
Equivalente a x=-seny X =cosy x =tany X =coty
Intervalo de
I x < 1< x<41— —
definicion 1I=sx=s4+1|-1=x=+ o< X<+ x|—ol X+ x
Valor principal [T . _ T~ —q [_T il y >0
en el intervalo Z_Y:+2 T=Y= FIRAIPY i
Relaciones fundamentales
_ m - L _
cos™!x =— —sen"'x cot™!' x=— —tan"' x
2 2
Relaciones entre funciones inversas
* Para x positiva (= 0)
sen"!x = cos™!' x = tan™' x = cot™' x =
. . X . 1
cos™'\/1—x2|sen"'\/1—x2|sen™"! sen™'
V14X V1+ x2
- X * V1i—x2|* ¢ X
tan™ = | tan— X | cost —— cos™!
V1—x X V14 x? V14 x2
vV 1—x? 1 1
scott | cor' —X__ *cot™!' — tan' —
x V11— x2 X X
Para x negativa (< 0) se tiene
sen”' (—x) = —sen'x cos™'(—x) = m —cos™'x
tan7!' (—x) = —tan"'x cot™'(—x) = wm —cot'x

Teorema de adiciéon
sen~'axsen'b= sen"'(a\/1—-b2xb\/1— a?
cos'axcosT'b= cos™'(abx\/1—-a2-\/1-b?

+
tan™' @ = tan™' b = tan™! axb
1% ab
ab=x1
b+xa

cot™ a xcot™' b= cot™!



Geometria analitica

Recta y triangulo

F 1

Ecuacion

Pendiente m =

y = mx+b
Y2 —

Y1

RECTA

=tan a

X2 — Xy

Forma simétricaparaa #0yb # 0

X y

a + b

Pendiente de la perpendicular AB
-1

Myp = ——
m

—1=0

Forma en funcién de dos puntos: P, (X1, y1) Y P2 (X2, y2)
y—Y1 _ Y2— N

X — X,
En funcién del punto P, (x,, y:) y la pendiente m

X2 — X3

y—vi=m(x—xi)
Distancia entre dos puntos
Punto medio entre dos puntos

d =\ (X2 — X1)*+ (y2 — y1)?

N XX ity
= P m= >
Punto de interseccion de dos rectas (ver la figura del tridangulo)
b, — by
Xy = ———— Y:(:mlx:s+b1:mzxu+bz
my — m,
) _ m:—m ver la figura
Angulo entre dos rectas (¢): tan ¢ = rE—— del triéngulo)
TRIANGULO yi
X1+ X2+ X3
Xg — —————
Centroide 3 T—
a = "—“‘3— l
—x(,._.] x
Area A :(X, Yo — X2 ¥1) + (x2¥s — Xay2) + (Xa Y1 — X1 V3)

2



f 14

f 15

f 19
t 20

f21
f 22
fa3

f24

Geometria analitica

Circunferencia — Parabola

F2

CIRCUNFERENCIA

Ecuaciones de la circunferencia

Centro

en el origen I en otra posicién

X2 4 y2—r2 i (X —X)2 4+ (y —yo)2=r2
Ecuacién fundamental
x*+y*+ Ax+By +C=0
Radio
r=\/xié+ys:—-C
Coordenadas del centro C
A B

Xo = — — Yo=——

2

Tangente T en el punto P, (x,, y,)
r2— (x — xo) (xy — xo)

Yi— Yo

y =
PARABOLA

Ecuaciones de la parabola (en esta torma pueden apreciarse directa-
mente la posicion del vértice y el parametro p)

Vértice

apertura || F: foco
en el origen | en otra posicion hacia L directriz
x2=  2py |(x —x,)?%= 2p(y — yo) arriba S: tangente
x2= —2py |(x —x.)?= —2ply — yo) abajo en el vértice

Ecuacién fundamental
y=Ax*4+Bx+4C

Radio de curvatura r = p (parametro)

Propiedad bésica PF = PQ

Tangente T en P, (xy, y1)

y=2(Y1 — ¥o) (X—X1)+
X1 — Xo

Y1



Geometria analitica

Hipérbola

HIPERBOLA

Ecuaciones de la hipérbola

Punto de interseccién de las asintotas

en el origen | en otra posicién
2 2 — X,)? — 2
"__1_120"" o —yl
a® b a* b?
Ecuacién fundamental y‘

Ax* 4+ By*+Cx +~Dy + E =0

Propiedad basica
FP—FP=2a

Distancia focal

c=\/a + b*

Pendiente de las asintotas

Y —efab o
- Y, —e]

b
tana=m = + —
a

b:
Radio en el vértice p = — (parametro)
a

b*  (x; — xo) (x — x
Tangente T en P, (x,,y)) y=— LX) x = x)
a Yi— Yo

HIPERBOLA EQUILATERA

En las hipérbolas equilateras a = b,

por lo tanto : ‘

Pendiente de las asintotas y
tana=m==*=1 (a=45°)

Ecuaciones (cuando las asintotas son

paralelas a los ejes x y y):

Punto de interseccién de las
asintotas

enel origenl en otra posicién

x-y:c'-'| (x — Xo) [y — yo) =c¢*

Radio de curvatura

p=a (parametro)

F3




f 34

f 37

f 38

t 39

Geometria analltlcaJ F 4

Elipse — Curva exponencial

ELIPSE

Ecuaciones de la elipse

Punto de interseccion de los ejes

en el origen | en otra posicion
x* * (x —xo)* ly —yo)?
—+——-—1=0 —_t——-1=0
a* + b* ‘ a* + b*
Radios de curvatura y
'y = E My = i
a

Distancia focal
c=\a& — b*

Propiedad béasica

o
Yo — e=-b =]

FP4FP=2a

Tangente T en P, (x,. y1)

b* (x; — xa) (x — xy)
y=————————+n
as Y — Yo

CURVA EXPONENCIAL
Ecuacion fundamental
y =a"
a es una constante
positiva # 1
Nota:
Todas lag curvas exponencia-

les pasan por el punto de coor-
denadas x =0,y = 1.

Xg ——ero— 0 —e

0
La curva que en este punto 0
tiene la inclinacion de 45° (tana

x

= 1), da por derivacién la misma curva. La constante a se convierte
en este caso en e (numero de Euler), base de los logaritmos naturales:

e =2718 281 828 459 . ..



g 13
g 14

g 15

g 16

] . L4 L]
Funciones hiperbolicas G
Directas 1
Otras notaciones: Sh, Ch, Th, Cth
Definiciones
e — et *
senh X = ——— rhs
2 e ol
e te & '3/
cosh x = — AN RY/
ex — e ezz — 1 ~
tanhx = ——M = ——— 7z
e+ e~ e + 1 <3 -2 -1 A 2 3
e+ e+ e 4+ 1 AanhX x
coth x = + = i y_\ir-‘“"',/“
er —e* ez —1 .
. X/ \ -2
Relaciones fundamentales Sy
cosh?x — senh?x = 1 53’/ \
tanhx - cothx =1 Al i
senh x 1 -1
tanh x = 1 —tanh2x = —— | 1 — coth? x = ————
cosh x cosh? x senh? x
Relaciones entre las diversas funciones
Para x positiva:
senh x = cosh x = @anh x = coth x =
h ‘senh®x + 1
+ /coshzx — 1| \/senhzx + 1 senh x v senh®x + 1
ok vV senhZx 41 senh x
tanh x 1 . \/coshzx - 1 . coshx **
V1—tanhzx | V/1—tanh®x |~  coshx **! = \/coshzx —1
. 1 o | coth x | 1 1
“ Veothix —1 | Vcoth*x —1 coth x tanh x
Para x "senh (— x) = — senh x | cosh (— x) = + cosh x
negativa: tanh (— x) = — tanh x coth (— x) = — coth x

Teoremas de adicién
senh (3 = b) = senh a cosh b + cosh a senh b
cosh (a + b) = cosh a coshb + senh a senh b
tanh a = tanh b
1 + tanhatanhb
cothacothb + 1
by = cotha * cothb

I+

tanh (a3 = b) =

I+

coth (a

*E|l exponente x debe ser numérico.
**E|l signo + para x > 0; — para x < 0.



g 18
g 19

g21

g 22

g 23

g4
g 25

g 26
g 27

g 28

g 29

Funciones hiperbélicas G 2

Inversas
Otras notaciones: Arg Sh, Arg Ch, Arg Th, Arg Cth
Definiciones
Funcién:y =

senh™!x cosh-!x tanh-!x coth~!x
Equiva- _ _ — —
lente a x = senhy x = coshy x = tanhy x = cothy
Relacio- 1 1 x 1 X4+1
nes con |=In(x+\/*F1)|=In(x+/x*=1)|= —In + =—In +
In 2 1—x 2 x-—1
Dominio | —x<x<+x% | 1=Ex< 4+ o x| <1 x| >1
Contra- |, cyctom| —x<y<+w |—m<y<+=| |y|>0

dominio

Relaciones entre las diversas funciones
Para x positiva:

senh-'x = cosh™'x = tanh-1x = I coth-1x =
X 1
+cosh™! \/T + x?|xsenh-1\/ x> — 1| senh-! senh-!
R NaE=r: o=
x VXE=1 1
tanh-! ——— [+ tanh-!'———— [+ cosh-! + cosh-!
VTFXZ| =« x * VT =x = VxzE=1
VAES X 1 1
coth-i——+-— +coth-! coth-'— tanh-1—
x * 2 — X x
Para x negativa:
senh-1(— x) = — senh-1x
tanh-! (— x) = — tanh-!x coth-1(— x) = — coth-1x

Teoremas de adicién
senh-1a = senh-1b = senh-1(a\/b2+1* b\/ a2+ 1)
cosh-1a = cosh-1b = cosh-'[ab = \/(a® — 1) (b* — 1)]

axb
tanh-1a *+ tanh-!'b = tanh-!
1xab
ab =1
coth-1a = coth-'b = coth-! ——
axb

*Ver nota en G1



Calculo diferencial H ’

Relacion de cambio: Derivada

PENDIENTE EN UN PUNTO. RELACION (O INTENSIDAD) DE CAMBIO

Pendiente de una curva

En una curva y = f(x), la pendiente
m varia en cada punto. La pendien-
te de la curva en un punto P es
también la pendiente de su tangen-
te en dicho punto:

Ay’
m=tana =

ax’ |

Relacién media de cambio (cociente incremental)

La intensidad media de variaci6n
de la funcién y = f(x) es la relacién
de los incrementos Ay/Ax corres-
pondientes al segmento de curva
PP,:

ay f(x 4 ax) — f(x)

ax Ax

Derivada (cociente diferencial)

Cuando ax tiende a cero, el punto
P, tiende al punto P, y ia secante
PP,, a la tangente a la curva en P.
De manera que la relacién de in-
crementos se convierte en la re-
lacién de diferenciales, que es la
derivada (o intensidad de cambio)
de la funcién en P:

Ay dy
= lim —=—="F(x
4 ar-0Ax dx X

. dy dy’
Notaciones: y' = — = f'(x), y’=——=1"(x), etc.
dx dx



Significado de la derivacién

Calculo diferencial “..I 2

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Curvas de derivadas sucesivas

Si para cada x de una curva se lleva la pendiente (o derivada) co-
rrespondiente y’ como ordenada, se obtendra la curva de y’ =
#'(x), o de la primera derivada de la curva dada y = f(x). Si se deriva
la curva y’ = f’(x) se obtendra y” = f”(x).0 la segunda derivada
de la curva dada y = f(x), etc.

Ejemplo: y = Ax* 4+ Bx* + Cx + D

\ /
\ Y
\=
“_f"lx) z !
...’Y...........,.\ .............. {oemeen
AN I~
Maximo
local

Punto de
inflexion

Minimo
local
Radio de curvatura p en un punto dado x

z

p=

Coordenadas del centro de curvatura C correspondiente a un radio p

14y®
a=x— v y
14 y*

v
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Calculo diferencial H 3

Aplicaciones de la derivaciéon

DETERMINACION DE LOS VALORES MAXIMOS, MINIMOS
Y PUNTOS DE INFLEXION

Valores maximos y minimos

Hagase y’ = 0, y sea a el valor obtenido de x. Sustitiyase ahora
x=aeny”.

Si y” (a) > 0 habra un minimo en x = a.
Si y” (a) < 0 habrd un méximo en x = a.
Cuando y” (a) = 0, véase h 19.

Punto de inflexion

Hagase y” = 0, y sea a el valor obtenido de x. Sustitiyase ahora
x=aeny”.
Si y”” (a) # 0, habra un punto de inflexién en x = a.
Forma de la curva y = f(x)
Crecimiento y decrecimiento

y (x) >0 y(x) crece si aumenta x
y (x) <0 y(x) decrece si aumenta x
y (x)=0 y(x) tiene en x una tangente
paralela al eje x.
Curvatura
y’(x) <0 y(x) sera céncava hacia abajo
y’(x) >0 y(x) seré cobncava hacia arriba

y’(x) =0 con| cambio de signo | punto de inflexiéon
sT| y(x) tendré en x m
Otros casos
Siparax = a
yl@ =y (@ =y"(@=...=y""(a =0, pero
y" (@) # 0, pueden presentarse los 4 casos siguientes:

n par | n impar

y™(a) >0 y™ (a) <0 y™ (a) >0 y™ (a) <0

" - © de,
SN Max. : ;
R T ]

7] X ] X
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Calculo diferencial

Férmulas basicas

Ha

DERIVADAS DE FUNCIONES

Reglas fundamentales

Funcién Derivada
y=cx"+4+C y =c-n-x~
y = u(x) %= v(x) y =Uu'(x) = Vv'(x)
y = u(x) * v(x) y =uv-v4+u-v
_ux) _uev—u-v
T ix) - v
1
y=vx =2 =
u'.
y = u(x)°® Yy =uv( v +v:in u)

Derivada de una funcién de funcién

y =1ulx)]

Derivadas de funciones paramétricas

y = f(x) {x:l(t)

y =1(t)

Derivadas de funciones inversas

y = f(u) - u'(x)

_dy_dy du

T dx  du dx
dy dt_y
dt dx x
dry Xy —yX

Todxr T X

Si de la ecuaci6n y = f(x) se despeja x, resulta la funcién

inversa x = ¢ (y).
x =¢ly)
Ejemplo:

y =f(x) =cos'x ..
x=¢(y) =cosy

f(x)=

1
¢ (x)




h 32
h 33
h 34
h 35
h 36
h 37
h 38
h 39

h 40
h 41

h 42

h 43

h 44
h 45
h 46
h 47
h 48
h 49

h 50

Férmulas basicas

Calculo diferencial ( H 5

DERIVADAS DE FUNCIONES

Funciones exponenciales

Funcién Derivada
y=e* y —et=y’"'=...
y=e* y =—e€*

y =ex y —a- e

y=x-e* y =e*+ (14 x)
e

y =V e y = >

y =a* y =a*Ina

y = anx y=n-a%*-Ina

y = a** y =a”-2x-Ina

Funciones trigonométricas

y =senx
y = COsS x
y = tan x
y =cot x

y = a - senkx

y = a - cos kx

y = sen" x

y = cos" x

y =tan" x

y = cot” x
1

= sen x

COos x

y’ = cos x
y = —senx
1

y = — =1+ tan*x
Cos* x
—1

y = — = — (1 4 cot* x)
sen® x

y'=a - k- coskx

Yy =—a-k-senkx

Yy’ =n (sen""'x) (cos x)

y’ = — n (cos"'x) (sen x)

y’ = n (tan"'x) (1 4 tanZ x)

y’ = — n (cot"-x) (1 4 cot* x)
— cos x

T Tsenix

sen x

" cos®x
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h 53

h 54

h 55

h 56

h 567
h 58
h 59

h 60

h61

h 62

h 63

h 64

h 65

h 66

h 67

h 68

Calculo diferencial

Foérmulas basicas

'He

DERIVADAS DE FUNCIONES

Funciones logaritmicas

Funcién Derivada
1
y= In x y’ = —
X
1
y =log.x =
x-Ina
+1
y=In(1=%=x) =
1xx
n
y =Inx" =—
x
1
y=InVXx Yy =—
2x
Funciones hiperbélicas
y = senh x y’ = cosh x
y = cosh x y’ = senh x
1
y = tanh x = cosh? x
—1
y = coth x = —
4 senh? x

Funciones inversas (trigonométricas e hiperbélicas)

y =sen-1x
y = cos-1x
y =tan-1x
y = cot-1x
= senh-1x
y = cosh-1x
y = tanh-1x
y = coth-1x

1—x
1
- V1—x*
1
T4
v 1
T 14x
y— 1
- X241
y = 1
VX1
y— 1
T1—x2
1
Y= "




Calculo integral | 1

SIGNIFICADO DE LA INTEGRACION

Laintegral, funcion inversa de la derivada

Por integracién se entiende el encontrar una funcién F(x) a partir
de una funcién dada y = f(x) de manera que la derivada F’ (x)
sea igual a la funcién original f(x). Por lo tanto,

dF(x)

F'(x) = = f(x)

La integral indefinida
ff(x) dx =F(x)+C

C es una constante indeterminada que desaparece al derivar, ya
que la derivada de una constante es igual a cero.
Significado geométrico de la integral indefinida

Como muestra la figura, hay
una infinidad de curvas y =

F(x) con pendiente o deriva- \ y A

day’=F(x). Todas las curvas \\ N

y =f(x) son iguales pero \ \\\ Ny

desplazadas paralelamente y \\ \\ \ S/ /

en la direccién del eje y. La NN oY

constante C fija una curva v\ \-—’\f‘/ i

determinada. Si la curva de- AN ,/Q/

be pasar por el punto x,, ¥, \\ ~47E

se tendréa: N > o

N _ X
& T
C=y,—Flx,) ¥

La integral definida
La integral definida tiene la forma:

f fx)dx = F(x) |, = F(b) — Fla)

En la integral resultante se sustituye primero el limite superior y
luego el inferior, y se resta el segundo resultado del primero.
Desaparece asi la constante C.



i10

in

i12

Calculo integral

Reglas de integracién

| 2

Reglas fundamentales

x+1
J‘x"dxz + C,donden % — 1
n41

"‘d%( =Ihx+4 C
I[u(x) + v(x)] dx = J‘u (x) dx = ‘fv(x) dx

fix) dx = Inu(x) 4+ C
u(x)

f u(x) - v (x) dx = —;— [ux))2+C

Integracién por partes
Jum v ax= uivin — furi-vi ax
Método de sustitucién

Jrax= frie@- ¢ 20
donde x = ¢ (z) ydx = ¢’ (2) dz

Ejemplo:

F(x) = J.\/ 3x — 5dx

dz
Haga 3x — 5 = z; la derivada es z’ :d— =3
X
dz
Por tanto, dx = 3 Expresando la integral en funcion de z queda,
1 2
F(x) = ?J Vzdz = 3 z\/z + C. En la dltima expresion se

2
sustituye el valor de z: F(x) = N (B3x —5)\/3x—-5 4 C



Calculo integral
Foérmulas bésicas ' I 3
INTEGRALES
(No se indica la constante de integracién C)
i13 je‘dx = e flnxdx:x-lnx—x
as dx
i 14 fatdx = — f = In(x—a)
Ina x—a
i 15 J' dx 1 | X—a (@ % b)
= n a
' X—a(x—b  a—b x—b
1
118 f(x—a)" T TN x—art (n =1
i 17 J‘ dx 1 othlx 1| x—a
i —_— — ——cothl—=—In
x? — a* a a 2a x+a (x>2a)
. dx 1 x 1 a+x
i18 J‘ - - = —tanh! :—In (x < a)
a?— x* a a a—x
dx x dx 1
i19 I = —tan- ——— =—In (x* 4 &%)
x% 4 a2 x‘+a‘= 2
i 20 f—— —— t—tan —
(x% 4 a2)? 2a* (x-+a ) a
. X 2n—3 dx
i 21 ‘f = +
(x2 + a?)* 2az(n —1) (x* 4+ a3~ 2a*(n—1) J (x* 4 a?)+?
i22 ffd 2\/x3 | _f dx 2V x n#1)
i x dx = — —_—
3 VX
i23 j = sen~! X I dx = \/ ax+b
Va—x? - a Vax+b +
dx x
i24 R = cosh'— = In (x X2 — a2
24 | [ e s = M VE—a
X X
i25 —_—_— = senh'— = In (x x% 4 a2
f _—— - X+ Fa)
X a x
i26 j‘\/az—xz dx =?\/a2—x2+—2— sen-! —
a
X a?
i27 j\/xz—az dx =7 x”—az——z—cosh-‘%
. X a? X
i 28 f\/x2+a2 dx :?\/x2+32+?senh-‘:
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i 30

i 31

i32

i 33

i 34

i35

i 36

i 37
i38

i39
i 40
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i 42
i 43

i 44

i 45

J 4 L]
Calculo integral I
Férmulas basicas 4
INTEGRALES
(No se indica la constante de integracién C)
J‘ sen xdx = — COSX

J'senz x dx

X 1sez
= — — —sen2x
2 4

3 1
sen’ xdx = — —Co0S X 4 — c0s 3x
j‘ 4 +12
1 n—1
j‘sen"xdx =—;cosxsen"-‘x+ - ‘fsen"*zxdx
1
jsenaxdx = —;cosax
foos xdx = senx
x 1
cos? xdx = — 4 —sen2x
f 2173
3 1
cos® xdx = = senx -4 — sen3x
f 4 +12
j‘cos"xdx — % sen x cos™!x + l%l J‘costdx
fcos axdx = %sen ax
1
ftan xdx = —Incosx ” _ftanaxdx:——lncosax
J a
Jtanzxdx = tanx — x
tan™1!
j‘tan"xdx = —:—jtan"*zxdx (n+#1)
n—

fcot x dx

. 1
= Insenx “ jcotaxdx-_——lnsenax
a

J‘cotz xdx = —x—cotx
cot™1x
J‘cot" xdx = ——1— fcot"’zxdx (n#1)
n—
» dx x dx
J = Intan — H j‘——:—cotx
sen x 2 sen? x
* dx 1 oS x n—2 dx
J = - _ + n#1
sen” x n—1 sen"!x n—1 sen™2x
+ dx Int (x " 1r) j' dx .
= Intan —_ — — =tanx
€os X 2 4 cos? x
* dx 1 sen x n—2 ¢ dx
( = + J n#1)
JJ cos"x n—1 cos*1x n—1 sen™2x
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Calculo integral |
Férmulas basicas 5
INTEGRALES
(No se indica la constante de integracion C)
X ™ dx X ™
o G D | == (D)
1+senx 2 4 J1—-senx 2 4
X dx X
s = tan — Y—— = — cot—
T +cosx + cos x 2 1 — cos x 2
sen (ax + bx) sen (ax — bx)
senax senbxdx = — a b
f 2(a+b) + 2(a —b) (H;tll)
cos (ax + bx) cos (ax — bx
fsen axcosbxdx = — R ( ) (lal # Ibl)
2(a+0b) 2(a—b)
sen (ax + bx) sen (ax — bx) ‘

Ccos a. s bx dx = a b
j X cos bx dx CYPy) + 2@_0b) (!|#l|)
x" n
J X" sen ax dx = —?cosax+— j x"-' cos ax dx

a
x" n
j X" cos ax dx = —senax — — | x"'sen ax dx
a a
‘ sen'xdx = xsen'x+4\/1— x*
‘ cos'xdx = xcos'x —\/1—x*
1
f tan-! xdx = xtan'x — ?ln (14 x?)
1
s‘ cot! xdx = xcot'x 4 ?In (14 x3)
j senh xdx = cosh x
senh? xdx — - senh2x — X
4 2
1 n—1
J‘senh" xdx = - cosh x senh™! x — senh"* x dx
jl senh ax dx = % cosh ax
J. cosh x dx = senhx
» 1 X
h2 = —senh2x + —
s cosh? x dx 2 + >
jcosh" xdx = 17 senh x cosh™! x 4+ 21— ° 1 fcosh"--x dx

jcosh axdx = % senh ax
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Calculo integral

Férmulas basicas I 6

INTEGRALES
(No se indica la constante de integracién C)

ftanh xdx = Incoshx

ftanh*xdx = x — tanh x

1
J‘tanh"x dx = — n tanh™! x 4 j‘tanh"’" x dx (n#1)

1
Itanh axdx = 7 In cosh ax

fcoth xdx = Insenhx

j‘coth’xdx = x — cothx

1 .
J‘coth"xdx = — - coth™1 x 4 fcoth**xdx (n#1)

1
5‘ coth ax dx = > In senh ax

dx X
j = Intanh —
senh x 2
dx
_— = — cothx
senh*x
dx
J' = 2tan'e”
cosh x
dx
—_— = tanh x
cosh?®x

j‘senh*' xdx = xsenh'x —\/x*+1
J cosh™ xdx = xcosh'x —\/x*—1

* 1
j tanh™' xdx = xtanh™ x 4 ?In (1 — x?)

* 1
j coth™! xdx = xcoth™ x 4 ?In (xx—1)

. 1

‘ sen™ x cos" x dx = sen™+' x cos™'x 4
. m+n

n—1

m+n .

‘ sen™ x cos"* x dx

Si n es impar, para la integral del residuo se cumple que:

senmt! x

‘ sen" x cos x dx =
. m+1
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Calculo integral 0
Aplicaciones de la integracion 7
MOMENTOS ESTATICOS

dy \2
Diferencial de arco ds =\/dx* 4 dy>=+/1+ (d_y dx
X

. Area de la superficie generada por el giro
Longitud de arco I de una curva alrededor del eje x

b 1]
s:f\/1+y"-’dx A,,=27r§ YV 14 y?dx

a

Momento estatico de una curva y ‘
con respecto al eje x |con respecto al eje y

1] b
Mtzf YV 14 y?dx M,,:f x\/ 1+ y?dx

Coordenadas del centroide G

Xg=

Yo =

S

s

Volumen de un

sélido generado por el gi- sélido cuya seccibn

:Je::;igna ro de la superficie A alre- transversal A, es fun-
P dedor del eje x cién de x

a

1] b 1)
A:f ydx V:‘rrj‘ y2 dx v:f A (x) dx

Momento estatico de una su-
perficie con respecto al y“
eje x

ejey

%

by2 1]
i 90 Qz:f -2-dx Qy:f xy dx

a a

Coordenadas del centroide

i 9 Xq:-Q—y —-gf

A Xe =

X
A b
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Calculo integral

Aplicaciones de la integracién I 8

Momento estatico del volumen de un
cuerpo (con relacién al plano yz) i

>
M, = ”J‘ x y? dx

()

Coordenada del centroide

My,

Xeg=

Regla de Guldinus (o Pappus)
Area de la superficie de un sélido de revolucién
Ar = Longitud de arco s multiplicada por el recorrido del centroide.
=278 y; (férmulas i 86 e i 88)

Volumen de un sélido de revolucién
Vr = Area A multiplicada por el recorrido del centroide
=27 Ay, (férmulas i 89 e i 91)

Integracién numérica
Se divide la superficie en un nimero
par n de franjas de igual ancho
b—a
n

h=

El 4rea se calcula entonces con la
h
Férmula trapecial A = ry (Yo+2y1+2y2+ ... +2/02 + 2V, +Va)

Regla de Simpson
Para curvas hasta de 3er. grado

h
A= 3 (Yo + 4y1 + y2)
para curvas de grado mayor que el 3°

h
A=?[YO+Y»+2(Y3+ Y4+~--+Yn—2)+4(Y1+Ys+-~-+yn-1)]
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MOMENTOS DE INERCIA

Definicién general

Momento de inercia con respecto a un eje X o un punto O, es
la suma de los productos de elementos de longitud, érea,
volumen o masa, por el cuadrado de su distancia al eje o
punto:

i 100 J:fﬂdm

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos (ver M2)

Para cualquier momento de inercia (de longitud, &rea, volu-
men o masa), axial o polar, se verifica que:

i 101 J=Jg+ ml

e

Eje de referencia

Momentos de inercia de una curva plana con respecto al

eje x l ejey y 4\ ax ,\\*\

b
i 102 /L,zfy2 Ty dx /L,:fbx’ 14 y2dx

=Y

Q

J Momento de inercia con respecto al eje de referencia

Js Momento de inercia con respecto al eje que pasa por el
centroide G

m Magnitud considerada (longitud, area, volumen o masa)

{; Distancia del centroide al eje o punto de referencia.
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Aplicaciones de la integracion I 1 0

MOMENTOS Y PRODUCTOS DE INERCIA DE SUPERFICIES PLANAS

El momento de inercia axial de una superficie plana respecto a un
eje x o y, situado en su plano, es igual a la suma de los productos
de los elementos de area dA y el cua-

y
dA
drado de las distancias a los ejes res- T
pectivos, y o x, respectivamente. -
/,:fy'sz; /,:j‘xsz 1]
— x X

Si se da la funcién y = f(x), entonces:
Con respecto al
eje x | ejey
3 1)
'Y 1, =J‘ x2y dx

I,=\ —dx
“a
El momento de inercia polar de una superficie plana respecto a un
punto O situado en su plano es igual a la suma de los productos

de los elementos de area dA y el cua- y dA

drado de su distancia r a dicho punto T

(90’0)5 >~ c
Iy :j rrdA JE‘_ x j

Si los ejes de referencia de los momentos de inercia /. e I, son
perpendiculares y se cortan en O, existe entre el momento polar
y los axiales la relacién:

I.,:J‘ﬂdA:f(y2 x)dA =1+,
El producto de inercia de una superficie plana respecto a los e|es

situados en su plano es igual a la suma de v
los productos de los elementos de &rea
dA y las distancias x y y a ambos ejes:

Ixy:fxydA;O,obiengo 4= 1.

Si uno de los ejes de referencia coincide con un eje de simetria
de la superficie, entonces /., = 0.

Transformacién a un eje inclinado x’: Si se conocen para los ejes
perpendiculares x y y las cantidades /., /, y
e I, entonces el momento de inercia
axial /.. con respecto a un eje inclinado
un angulo a con respecto al eje x, es
igual a: -

) \ad

[
I: = I, cos’a + |, sen*a — [, sen 2a x
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Aplicaciones de la integracion l 1 1

EJEMPLOS DE CALCULO DE MOMENTOS DE INERCIA DE

SUPERFICIES PLANAS

Rectangulo Y Y
h 3 h bh.! ¥ /)
I :f y‘-’bdy:bl:z—] = CTEg
o 3J, 3 N AL W
h 2 bh.’l - [/
I,,:I,—A(—):— X! y
2 12 13 {
b*h b*h 0 ' X
I, = H e F— b —=
T3 YT T2
/ _I+I_bh"+b3h bh(b2 oy bh(b"+h2)
o — Iz y— 3 3 - 3 + . (L 12
Loy = oy + B_ﬁ A Como x’ y/o y’ son ejes de simetria,
22 I,y = 0, y entonces:
bh
=55 bn = (=)
Circulo
” r dA
lo = j 2 dA = j r2 (mwr) dr
o 0 N
r4 R
4 4, 2 R x
! le w®R* wD*
TTYT 2T 2 T e
I, = 0, puesto que x y y son ejes de simetria
Semicirculo y
R R dy. R
Iz :y y:dA :5 y* (2 x)dy }
0 r 0 1I’R‘ f
=2£ y’VR“—yzdy:-B—:I, R \A ™
0 -R R x
TR TR ’_' "l
lp =2——= 2 ; 1., =0, porque y es eje de simetria.
Poligono regular de n lados
le =1 h_ nar (12r + a*);1,,=0
e =h=——= r- =) oy =
7T 27 2x48 Y
r Radio de la circunferencia R Radio de la circunferencia
inscrita circunscrita

a Longitud del lado

n Numero de lados
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i 123

i 124

i 125

i 126

i127

i 128

MOMENTOS DE INERCIA DE VOLUMENES

Prisma rectangular recto

bh* b*h
Si ( -+ ) es el momento de
12 12

inercia polar centroidal de un rec-
tangulo (ver 111), entonces, con
relacién al eje z, queda:

y @ (bht  bhy _abh
“"’—J:, (12 2 ) KT

Cilindro circular recto

Con respecto al eje z:

+3 wrth
J:n :j. —_—dz =
i
2

Con respecto al eje x:

wrth
+1rr’z’)dz = 2 (3r2 + h?)

Momento de inercia de masa

Este momento, J, es el producto del momento de volumen J;, por la
densidad p:

J=Jwmp [kg - m?]

m Y \

donde p = — = — kg - m]
P=v=7 [kg

m wr*th m mr?

Ejemplo: Parauncilindro J=Jy —= —— —— =
emp " My 2 wrth - 2

Otros momentos de inercia de masa se tienen en M 3.
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PRINCIPIOS DE CONJUNTOS

o

Los eventos son conjuntos de resultados posibles. Se
representan por colecciones de puntos de un espacio
llamado muestral.

Evento universal es la coleccion de todos los puntos en
el espacio muestral. Se representa por U.

Evento nulo (o vacio) es el que carece de puntos. Se re-
presenta por (.

La union de dos eventos A y B es la colecciéon de todos
los puntos de A y de B. Se representa como A + B, o por
AUB.

La interseccion de dos eventos A y B es la coleccién de
puntos que se encuentran simultineamente en ambos
eventos. Se representa como AB, o por AN B.

Eventos mutuamente excluyentes son aquellos que no
tienen puntos en comin.

3A‘ sii=j
AA = P .
D siiFE]|

Eventos colectivamente exhaustivos son aquellos cuya
unién es el evento universal.

Ai+A+...+ A =U
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AXIOMAS DE PROBABILIDAD [P( ) — PROBABILIDAD DE ( )]
P(A) = 0, para cualquier evento A
P(U) =1
P(A+ B) =P(B) siAB =
Probabilidad condicional
P(A|B) = P(AB)/P(B)
Independencia de eventos
Dos eventos A y B son independientes (estadisticamente) si
P(A|B) = P(A)

Variables aleatorias

Una variable aleatoria se define como una funcién que asigna un
valor a cada resultado de la lista compuesta por resultados mu-
tuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos de un expe-
rimento.

Las variables son discretas si el nimero total de valores que
pueden tomar es finito. En caso contrario son continuas.

Funcién masa de probabilidad
Es la funcién que asigna una probabilidad a cada valor de la varia-
ble aleatoria.
Py (X,) = probabilidad de que la variable aleatoria discreta X tome
el valor X,.
0=P (XJ=1 y 2, P (X)=1
Funcién densidad de probabilidad

Es una funcién para variables aleatorias continuas, tal que

Pla<X=b)= j'b f, (X.) dX,

Xo=a

0S XS j o (X) =1
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Distribucién de probabilidad acumulada

>, Px(X) X, discreta
X=Xo
Py (Xo) =
Xo
f fx(X,) dX, X, continua
‘Xo=-w

Px (o) =1, Py(—o)=0

P(a < X =< b) = Px(b) — Px(a) parab = a

d% Py (X,) = fx (X,) para variables aleatorias continuas.

Funcién masa de probabilidad conjunta

0=Pyyz(XeYaZ)=1

2 2 2 Px,v,2 (Xo, Yo Zo) =1

Xo Yo Zo

Funcién densidad de probabilidad conjunta

0="fxv,z(Xo, Yo Zo) <

f dX.,f dy, j‘ dZn fx,v,z (Xm Yo zn) =1

Xoz -w Yo=-w Xo=-w

Funcién masa de probabilidad condicional.

Px,y (X0, Yo)

px]f(xol Yo = Py (V)
y (Yo,
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Funcién densidad de probabilidad condicional

fx,y (Xo,Yo)

j 25 Fx)y (X.,I Y. = v

Esperanza (matematica)

2 g(Xo) Px(X,) X, variable aleatoria
discreta

j26 Elg (X)] =
f g(X,) fx(Xo) dX, X, variable aleatoria
Xo=-w continua

Media (aritmética) .
3, X.Px(X,) X, discreta
- Xo

j2r X=EWX) =

j‘ Xo Fx(Xo) dX, X, continua

Variancia (o varianza)
S (X.— X)? Px(X.) X, discreta
Xo

ja2s8 a2 =E[(X — X)?2] =

(Xo — X)2 fx(X,) dX, X, continua
Xo=-w
j29 02 = E(X?) — [E(X)]?

Desviacién estandar

j3 o. =/ E(X?) — [E(X)]*
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FUNCIONES MASA DE PROBABILIDAD MAS COMUNES,
SU MEDIA Y SU VARIANCIA:

De Bernoulli
P Xo=1
Px(X,) = 1—P X, =0
0 cualquier otro caso

0<P<1 EX)=P, oi=P(1—P)

Binomial (o binémica)

(n) PXe (1 — p)»-Xo X,=0,1,...,n
Px(X,) =
0 cualquier otro caso
0<P<1 n=123,... E(X)=nP o2=nP(1—P)
Geométrica
P (1 — P)Xe-1 Xo=12.3....
Px(X,) =
0 cualquier otro caso

o<P<1 E(X)=1/P 02=(1— P)/P?

De Pascal

X, —1
( n_1)P”“—P)‘°* Xo=nn+1n+2,...
Px(X,) =

0 cualquier otro caso

0<P<1 EX)=n/P 062=n(1—P)/P,
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De Poisson

ploet
Px(X,) = X!
0 cualquier otro caso

X,=0,12,...

p>0 EX)=p o =p

Funciones densidad de probabilidad mas comunes, su media y su
variancia:

Beta
1_xor-1 (1= X,)t-r-1 0=X,=1
fx (Xo) = B
0 cualquier otro caso
— Mt —r—1)
g ==
(t—n
= rit—r)
t2(t+1)
De Cauchy
fx(X,) ! S <X, <
) = — — o o o0
" 7 a*+ (X, — b)?
a>0 — 0w <b< » E(X)=b oy = oo
De Erlang
a" X" e-a¥,
_ Xo>0
fx(Xo) = (n—1)

0 cualquier otro caso
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a>0o n=12,... E(X)=n/a
Exponencial
e~ A Xo
fy (Xo) =
0
A>0 E(X) =1/a ox? = 1/2
Normal
1 Xo —p)?
fx(X,) =—— ex [— ——]
x(X) Vero P o?
o>0 E(X) = ox? =02
Uniforme
1
fx(X)={ b—a
0
a<b E(X) = (a + b)/2

Regresi6n lineal

y=mx+b

ox* =n/a*

X, >0

cualquier otro caso

— 0 <X, <

a<X,<b
cualquier otro caso

ox® = (b—a)*/12

m= (220 _5uv) /(& -50)

donde

N = total de observaciones

X, Y; = i-ésimas observaciones de X y de Y
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j 56 X=—3x
. Nl§|’
R
j 57 Yy=—>Y
] Ni§|’
j 58 b=¥-—mX

Variancia de los valores de X
12 -

j 59 (T".ﬂz—z(xf—xz)
N i=1

Variancia de los valores de Y

g(vz v)

j 60 v k
N
Coeficiente de correlacion

j el r=maoay/oy
Desigualdad de Chebyshev

ox\?
je2 P(IX—E(X)|gt)§(-t—)

Convergencia estocastica

Una secuencia (o sucesion) de variables aleatorias X, = X1, X2, ...,
se dice que converge estocasticamente a L si para cada ¢ > 0, se
verifica la condicién

jea| tim P(]X,,—L|>e)=0.




Estatica K ’

Conceptos generales

La estatica analiza las fuerzas externas (o cargas) y las condiciones
de equilibrio de cuerpos rigidos, asi como la determinacién de fuer-
zas desconocidas (por ejemplo, fuerzas de apoyo). El contenido de
las paginas K 1 a K 14 se refiere a fuerzas en un plano.

Longitud ¢
Es una magnitud base; véanse las explicaciones al principio.

Fuerza F (Ver las explicaciones en M 1)
Representacién mediante un vector.
Longitud de la flecha: Magnitud
Angulo director: Direccién
Punto de aplicacién: Posicién (P)

F
Angulo
director

=
“ " Linea de accidn

Peso G

Definicion: Atraccién gravitatoria
Punto de aplicacién: Centro de gravedad
Direccién: Vertical hacia abajo
(al centro de laTierra)
Magnitud: Se determina mediante col
un dinamémetro vertical Y6
1

Fuerzas de apoyo Fa, Fg l": le
Son las reacciones sobre el cuerpo y; 1
jerci A, B). 8
ejercidas por los apoyos (A, B) 'f,_; Fa'

on

Fuerza resultante Fp
Es la fuerza calculada que produce
por si sola el efecto de otras fuerzas. TF £
A 8

Magnitud del momento de una fuerza F

respecto de un punto O F
Momento M =F/ Y 1__ 7

Efecto equivalente de una fuerza F con respecto a un punto O
El efecto de una fuerza F respecto al

punto O se puede sustituir por el del

par de fuerzas F,F” y la fuerza F’
F =F; F'=—F

Magnitud del momento del par de fuerzas
M=F/(

Teorema de los momentos: El momento de la fuerza resultante es
igual a la suma de los momentos de las fuerzas componentes.




Estatica ‘ K2

Composiciéon de fuerzas

METODO GRAFICO

Sistemas de fuerzas Poligono de las fuerzas

Paralelogramo de las fuerzas

Poligono
funicular ’ ’]}

Fuerzas cualesquiera

Poligono

funicular
Construccién del poligono funicular: Trace el poligono de las fuerzas.
Seleccione el polo 0 de modo que no haya rayos polares colineales,
y trace éstos. Dibuje los hilos del funicular paralelamente a los rayos.
A cada triangulo en el poligono de las fuerzas debe corresponder un
punto de interseccién de dos hilos consecutivos en el funicular. (Por
ejemplo, al tridngulo F,-1-2 le corresponde el punto de interseccion
en F, de los hilos 1y 2.)
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Estatica K 3

Composiciéon de fuerzas

METODO ANALITICO
Descomposicién de una fuerza y
F.=Fcosa F,=Fsena F
z P) F, ,';'
F =+\VF:+F, tana = —
F. %
(Ver el signo de las funciones trigo- 0 3 X

nométricas en la tabla siguiente).

Momento M, de una fuerza respecto a un punto 0

Ry
Mo=+Fl=F,x—F.y v§ &

(Determinacién de F, y F, de acuer- ’r 0 h
do con k 8) = x
X
Resultante F, de fuerzas cualesquiera
y (N o iR
Componentes Fr, =%F. | Fe,=3F, ol Fox
Magnitud Fr = +\/Ff,, + F?ey (p—= x
Angulo } tanan = £, senay = Fry ; CoS ap = Fre
director ax R = e ' = [ ~ Fr
L

Distancia (r

~ Rl

Signo de Fi*{z = Signo de = M,

(Teorema de los momentos)

Signos de las funciones trigonométricas de coordenadas y componentes

Cuadrante a ag cosa|sena|tana| x, F., Frz| ¥, Fys Fry

1 0°- 90° + + + + +
1] 90° - 180° - + - - +
n 180° - 270° — - + - -
v 270° - 360° + — - + -

F. ,F, Componentes de F en las direcciones x y y

Fr-.Fr, Componentes de Fr en las direcciones x y y

x .y Coordenadas del punto de aplicacién de F

a ,ar Angulo director de F y Fg, respectivamente

{ (» Distancia de F y Fp, respectivamente, al punto de referencia



Equilibrio

CONDICIONES DE EQUILIBRIO

Estatica ! K a

Un cuerpo estéa en equilibrio si la resultante y la suma de los mo-
mentos de las fuerzas exteriores respecto a un punto cualquiera
son iguales a cero.

Fuerzas Condiciones graficas Condiciones analiticas
Poligono de fuerzas . _
k 20 Concurrentes cerrado IF.,=0;%F,=0
k 21 Paralelas al 1F,=0;3M=0
eley Poligono de fuerzas y
k 22 Cualesquiera funicular cerrados 3F,=0;3F,=0
k 23 XM=0
Ejemplos
Viga con dos apoyos — Incégnitas: Reacciones F,, F;
. Datos: Solucién:
L /-
| — 1/, o
! | H ! '4—/2—’ 6 1
A
51 FB - I ———— 0
B
Xz I h 3
3 Ymdx Linea de cierre
H

Linea de cierre ~~~.
M.,.ic = Ky + ¥ mix (MOmento flexionante méaximo)

ky = ky - k; - H (escala de momentos) [N - m/m, kgf - m/mm]
k 24 k; : escala de fuerzas [N/m, kgt/mm|
k; : escala de longitudes [m/m, m/mm]

H :distancia polar
Fi=Fi- b/l +Fy- b/ Fy = (Fi+F:)—F,
Grua de pared: Ejemplo de 3 fuerzas. Incognitas: F,, F;

Datos: Solucié6n:
Fg
»< Punto de in-
|5 ?“H /|~ terseccion de Fa

B las 3 lineas ’

/ a Je accidn I

b Fay | A £ _.J

; £ Fan

Carga Fa a

4 -2 Fax=Fp=—FuFay=F,
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Armaduras planas

DETERMINACION ANALITICA DE LAS FUERZAS EN LAS BARRAS
(Fs, Fu, Fp)

Método de Ritter o de secciones

Miembros
S : Del cordén superior
U : Del cord6n inferior
D : Diagonales

Obtenga las reacciones en los apoyos por medio de K 4 (viga con
dos apoyos)y pase una seccién X—X en la armadura, tal que corte
a la barra en estudio y no seccione més de tres barras. Considere
que todas las fuerzas son de tension; entonces las que sfi lo sean
resultaran positivas, y las de compresién, negativas.

Aplique la ecuacién de momentos = M = 0 a las fuerzas externas
e internas, referida al punto de interseccién de dos fuerzas descono-
cidas. Los momentos de cada una de éstas se anularan.
Regla para los signos de los momentos:

Momento en el sentido del reloj: —

Momento en sentido contrario: +
Ejemplo para la armadura anterior

Determinar la fuerza Fy. en la barra U,
Solucién:

Pase la seccibn X — X de modo que corte S,, D, U,. Como
S. y D. se cortan en C, se elige este punto como centro de mo-
mentos. Con ésto se logra que los momentos de S, y D, se anulen
y, por tanto, no apareceran en la ecuacién de momentos.

De modo que = M:=0. Por lo tanto,

+aFp+bF.—c(Fi—F\)=0

—bF:+clFa—F)
a

Fys =
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Armaduras planas

DETERMINACION GRAFICA DE LAS FUERZAS EN LAS BARRAS (F;)

Método de Cremona o de nudos

Reglas bésicas

Todas las barras van de nudo a nudo. Las fuerzas externas s6lo
se aplican en los nudos.

Procedimiento

Establezca la escala de fuerzas y determine las reacciones en los
apoyos. Como un poligono de fuerzas puede tener sélo dos incég-
nitas debe empezar en el punto A. En todos los nudos debe seguir-
se el mismo sentido de recorrido. Por ejemplo,

Fy-Fy-Fp-Fpo

Nudo A: Poligono de fuerzas: abcda
La clase de fuerza (tensién o compresién) debe anotar-
se en un croquis o tabla.

Nudo C: Poligono de fuerzas: dcefd, etc.
Comprobacién

Las fuerzas que concurren en un nudo de la armadura deben for-
mar un poligono en el diagrama de Cremona.

Las fuerzas que concurren en un punto en el diagrama de Cre-
mona deben corresponder a un tridngulo en ta armadura.




Estatica K =

Centroides

Arco de circunferencia
r (sena) (180°) _rs

(a®) b
y = 0.6366 r si 2a = 180°
y =0.9003r si 2a= 90°
y =0.9549r si 2a = 60°

Tridngulo
=3

C esté en el punto de interseccion
de las medianas.

Sector de circulo
2r (sen a) (180°) _ 2rs
37 (o) T
y =0.4244r si 2a = 180°
y =0.6002r si 2a= 90°
y =0.6366r si 2a = 60°

Trapecio
_ h a+2b
=3 a+b

Segmento de corona circular
2 R—r* sena

—r a

s
b

Segmento de circulo
s®
ETY)
Para el 4rea A véase B 3.

£ G
y

Para la determinacion del centroide C (o Cg) véase también | 7
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Centroides

Estatica ’ Ks

DETERMINACION DEL CENTROIDE DE SUPERFICIES COMPUESTAS
Método gréfico

Descomponga la superficie total A en superficies parciales A,, A.,
.... A,, cuyos centroides sean conocidos. La dimensién del érea
de cada superficie se considera como una fuerza aplicada en el
centroide del area correspondiente. Con la ayuda del poligono
funicular (K 2) se determina ahora la posicién del punto de aplica-
cién de las componentes A . y A, en dos direcciones cualesquiera
(de preferencia que formen un angulo de 90°). El punto de inter-
secciébn de las lineas de acci6n de estas componentes da la posi-
cion del centroide C.

7

| —
/ I AZ A; 5

o)

—
— %
s
o]
b

X3

Método analitico
Descomponga también la superficie total A en superficies parcia-

les A,, A, ..., A,. Entonces se tiene:
Coord. | Caso general Para el ejemplo anterior
x; A;
Yo = Ex X1 A1+ X2 Az + X3 As
c= _—A —-—'—————A
2 yi A
Vo= iz Y1 A1+ Y2 A2+ Vs As
¢ A A

En el ejemplo, xy, y, Y y; son nulas.
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Estatica K 9

Friccion

FUERZA APLICADA PARALELAMENTE AL PLANO DE
DESLIZAMIENTO

Friccién estatica Valor limite Friccién dinamica
v=0 v=0 —= v>0
z & A
Vavdavs . ’ ’
R R R
N N N
G a G a G s
Fri Fa £
Fhn=—F,=Gtan¢, [Fy=—Fo=GtangyF,=—F=Gtan¢
N=—-G N=—-G N=-G
po =tan gy > pu p=taned < po
C < ¢, (variable) <¢, |[¢s=const. > ¢ ¢ = const. < ¢,

Si F, aumenta lentamente, también
lo hara Fj,, sin que el cuerpo se mue-
va. Si F, alcanza el valor:

Fo = G,

limite

entonces empieza a deslizar el cuer-
po, y F disminuye al valor Gu. El valor
excedente de la fuerza F se emplea
ahora exclusivamente para acelerar
el cuerpo.

Friccion
dindmica

FUERZA APLICADA OBLICUAMENTE RESPECTO AL PLANO
DE DESLIZAMIENTO

Fuerza F necesaria para mantener el
deslizamiento del cuerpo con peso G:
Mo -G sen ¢,

F=G = -
sena — po COS sen (a— ¢y)

Para el movimiento con velocidad .
constante se determina la fuerza nece- 777
saria sustituyendou, por u. No es po-

sible el movimiento si F resulta ne- G
gativa.

F,, Fo., F Fuerza aplicada
Fp, Fro. F;  Fuerza de friccién
N Reacci6n normal

R Reaccién total
Po, 1 Coef. de friccion (ver Z 20)
$1.¢$0, ¢ Angulo de friccién




Estatica | K 10

Generalidades

El 4ngulo a para el cual un cuerpo desliza bajando con velocidad
constante en un plano inclinado, es igual al angulo de friccion ¢,
de donde:

k 51 tana=tan¢ = p

Aplicacién a la determinacién expe-
rimental del 4ngulo de friccién o del
coeficiente de friccion.

p=tang Plano horizontal
k 52 | Condicién para la inmovilidad a < ¢

Condiciones de friccién:

Fuerza aplicada F para lograr una velocidad
Movimiento constante paralela al
hacia plano inclinado plano horizontal
v [3 )
arriba ~ =
0<a<d G
k 53 _gSenlatg) ¢
= —W F =G tan (a4 ¢)
v
abajo Y £ -
3
I<a<e G
6 sen (p—a)
k 54 F=G——— F=Gtan (¢p—a)
abajo A< F
¢ <a<a®
G
k 55 F =G tan (a—¢)

Observaci6n: Para el caso de fricciébn estética sustituya u por po y
¢ por ¢o, respectivamente.

a* Angulo de volteo del cuerpo.
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Friccion
CURAS

F y
7l

, )
M

£ o A
y

k 56 Al intro- _ tan (aa +¢l) + tan (a2 +¢2)
ducir: 1 —tang; - tan (a: +¢,)

Fy=Ftan (a4 2¢)

tan (o, —¢,) + tan(az —¢n)

k 57 | Al soltar |F: =
? 1+ tangs - tan (a; — ¢,)

F,=Ftan (a—2¢)

k 58 | Auto-

sujecién o + o = o + o a =24,

TORNILLOS DE FUERZA

h B h

k 59 Momento subir | M, = Frtan (a+¢) M, =Frtan (a+ )
k 60 para bajar | M, = Frtan (a— ) M; = F rtan (a— ¢’)
Condicién de auto- ,
k 61| cuiecion al bajar a<é a<e
K 62 subi tan a tana
icienci ubir = — =
52‘32"&;? 7= %n (@ + ¢) 7= %n (o + @)
k 63 | nilopara | o) _lanfa—¢) n= tan fa—@’)
tan tana

M, Momento para subir
M, Momento para bajar

a Angulo del tornillo (tana = h/2nr)

Angulo de friccién (tan¢g = )

2
e o

Angulo de fricciébn en rosca triangular, diente de sierra o
trapecial [ tang’ = p/(cos p/2) ]

k 66 | r Radio medio de la rosca
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Friccién

FRICCION DE CHUMACERAS

Chumaceras comunes Chumaceras de empuje
o de carga radial o de carga axial

F\\\\} ’M, /\@f/ ’
A\ e

My=p.rF My =pa

n+r
— F

M; momento de friccién.
. coeficiente de friccion para carga radial (no existe valor fijo)
p. coeficiente de friccién para carga axial (no hay valor fijo)

Observacion: p, y u, se determinan experimentaimente como fun-
ciones de la holgura, de la lubricacién y del estado de la chu-

macera.
G
F
Lt

En chumaceras ya rodadas: p, == p, == p,
fr

k 68
k 69

Por lubricacién debe tomarse siempre r; > 0.

FRICCION RODANTE
Rodamiento de un cilindro macizo

f f
k 70 F=—N=—G
r r

k 71 | Condicién de rodamiento: F; < puo N

F; Fuerza de friccién rodante.

f Brazo de palanca de la
fuerza de friccién rodante.
Valores en Z 20. (Causado f
por deformacién de la rueda y la superficie.)

po Coeficiente de friccibn estatica entre rueda y superficie de
apoyo.

Movimiento de una placa sobre rodillos.

o~
_('|+'2)G|+nf262 f=— =
- 2r
k73 | Sifi=f,=fynG:< Gy L
f Gz r
—_— N
k 74 F_rG, . PA Ga

G,, G: Peso de la placa y de un cilindro, respectivamente.
Fuerza de traccion
fl, f. Brazos de palanca de la fuerza de friccién rodante
r Radio del cilindro | n Namero de cilindros.




Estatica

Cables y bandas

FRICCION EN CABLES

Fuerzas de traccién y de friccion para

subir | bajar
k75 Fi=e*G F.=e"G
k 76 Fi= (e‘;"— 1)G Fi=(1—e*)G
la carga G

Estas leyes son validas si el cilindro esta fijo y el cable se mueve
con velocidad uniforme; o si el cable esta fijo y se mueve el cilin-
dro; por ejemplo: freno de banda, cabrestante.

k 77 | Condicién de equilibro: F.<F <F,| Ge™ <F < Ge**
(F Fuerza de equilibrio sin friccién)

Transmisién de banda o correa

£ Tens. menor

M;
k 78 Fp=m—
r

k 79 F,=F Tens. mayor

Impulsada,
A P £
Fuerzas en reposo
F
Fo Fo= 7’——
ex—1 fo_p _Fale e+
= F= =
ena T2 e )
F, Fi=F, prr
e’ +1
k 82 F. F.=F, +
eke —1

F, Fuerza periférica

F; Fuerza de friccion

M; Momento de impulsion

a Angulo de contacto en radianes. Debe emplearse siempre en las
férmulas su valor mas pequeno

n Coeficiente de friccién de deslizamiento. (Valor empirico para

k 83 bandas de cuero sobre poleas de acero, . = 0.22 4 0.012 v )

Velocidad de la banda (m/s)
e 2.718281... (Base de los logaritmos naturales)




Estatica

Poleas

'K 14

k 89

POLEAS Y POLIPASTOS

Los valores indicados toman en cuenta s6lo la rigidez de los
cables y no la friccién en los cojinetes.

Polea Polipasto
fija Diferencial

Incégnita Comun

777

F,=
1 1 1
1 1 (T(T“ ) € 1 d
Fo= —G G G —_———
€ T4+e€ 1 ] 14 € \e D
i
F G 1G G ! (1 d\G
- n 2 D/
2h
s = h 2h nh
1—d/D
. . Fuerza F, h
Ventaja mecénica i = ==
Carga G s

F, Fuerza para subir la carga (sin friccion)
F, Fuerza para bajar la carga (sin friccién)
F  Fuerza sin considerar la rigidez del cable ni la friccién

Factor de pérdida por la rigidez del cable (para cables mé-

télicos y cadenas == 1.05)
n  Eficiencia s Recorrido de la fuerza
n Nuamero de poleas h Recorrido de la carga

€ = —
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Cinematica L 1

Conceptos generales

GENERALIDADES

La cinematica estudia el movimiento de los cuerpos en funcién del
tiempo.

Cantidades més importantes de la cinemética y sus unidades
Longitud ¢, ver K 1
Angulo, ver E 1

Tiempo t
Véanse las explicaciones al principio del libro. Unidades: s, min, h

Frecuencia f
La frecuencia de una oscilacién es el nimero de ciclos (alternacio-
nes completas) por unidad de tiempo.
Numero de oscilaciones
~ Tiempo de observacion

Unidades: Hz (hertz) = c/s = 1/s (c = ciclo)

Periodo T
El periodo es el tiempo en que se efectia una oscilacion (o rota-
cién) completa. Es el reciproco de la frecuencia.

1
T=—
r

Unidades: s

Frecuencia de rotacién o numero de revoluciones por unidad de
tiempo

La frecuencia de rotacién de un cuerpo giratorio es la relacién entre
el nimero de vueltas o revoluciones y el tiempo de observacion.

Namero de revoluciones
n=
Tiempo de observacion

Unidades; 1/s, 1/min; rev/s, rpm.

El reciproco de n es la duraci6n de cada vuelta o revolucién.
Si una oscilacién o vibracién esta relacionada directamente con
una rotacién y sus periodos son iguales, entonces n = f.
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Conceptos generales

Cinematica L 2

Velocidad v
La velocidad v es la primera derivada de la distancia recorrida s
con respecto al tiempo t:

ds .,
V=—=3=S
dt
Si la velocidad es constante en el tiempo se tiene:
s
t
Unidades: m/s, km/h

v=

Velocidad angular », frecuencia angular
La velocidad angular » es la primera derivada con respecto al tiem-
po del angulo de giro o rotacion:

Si la velocidad angular es constante en el tiempo:

0 = —

En el caso en que f = n (ver/ 3) la velocidad angular o es igual a la
frecuencia angular o

01:271’/:2‘"‘":4)
Unidades: 1/s, rad/s
Aceleracién a

La aceleracién a es la primera derivada de la velocidad v con res-
pecto al tiempo t:
dv . d%
=—=v= =

a0 de
Unidades: m/s2, (km/h)/s

Aceleracién angular o
La aceleracién angular a es la primera derivada de la velocidad
angular o con respecto al tiempo t:
do |  d*¢ ..
[ et = =
TR

Unidades: 1/s?, rad/s?




Cinematica L 3

Diagramas

DISTANCIA RECORRIDA, VELOCIDAD Y ACELERACION DE UN
PUNTO MATERIAL EN MOVIMIENTO

Diagrama recorrido-tiempo (curva s-t)
Una gréfica s-t se traza a partir de la for-
ma del movimiento en funcién del tiempo. !
La primera derivada de esta funcién ex- :
presa la velocidad v en un instante de-
terminado.

s(p)

AS
V== —

At

ds
V=—=s§

dt

Diagrama velocidad-tiempo (curva v-t)

La variacién de la velocidad se representa
en una gréfica v-t. La primera derivada de
la funcién respectiva da la aceleracién a
en un instante determinado. Por lo tanto,
es también la segunda derivada de la fun-
cion que corresponde a la distancia re-
corrida s.

Av
== —
At
dv
%=
La superficie hachurada representa el re-
corrido s(t).

Diagrama aceleracién tiempo (curva a-t)
La variacién de la aceleracién se repre-
senta en una grafica a-t, que permite
determinar valores extremos.

a > 0 La aceleracion positiva correspon-
de a aumento en la velocidad.

a < 0 La aceleracién negativa (retarda-
cién o desaceleracién) correspon-
de a disminucién en la velocidad.

Nota para las figuras
Las literales entre paréntesis corresponden al movimiento angular
o de rotacién (ver L2y L 6).



Cinematica

Movimientos principales

L4

TRASLACION O MOVIMIENTO RECTILINEO

Las trayectorias son rectas (ver L 5). Todos
los puntos de un cuerpo describen trayec-
torias idénticas.

Movimientos rectilineos especiales
uniforme | uniformemente acelerado

vV = v,= const. l a = a, = constante

ROTACION O MOVIMIENTO CIRCULAR ALREDEDOR DE UN EJE FIJO

Las trayectorias son circulares (ver L 6) es-
tando el eje en el centro. El angulo de giro
@ . la velocidad angular w y la aceleracién
angular a tienen igual valor en todos los
puntos.

Movimientos circulares especiales

uniforme | uniformemente acelerado

w = w, = constante l a = a, =constante

La distancia recorrida s, la velocidad v y la
aceleracion tangencial a;, son proporciona-
les al radio:

:Id); V=rw, a=ra=a,

v?

Aceleracion normal (o centripeta) a, = w¥r = —

MOVIMIENTO ARMONICO
Las trayectorias son.circulares (ver M7) o
rectas (ver L 7, M 6). El cuerpo se mueve
a uno y otro lado de su posicién de equili-
brio. EI maximo desplazamiento con respec-
to a esta posicion se llama amplitud.

En el caso de las oscilaciones arménicas la
posicién, la velocidad y la aceleracién son
funciones senoidales del tiempo.

r

Amplitud
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Cinematica

Movimiento rectil

ineo

Ls

MOVIMIENTOS UNIFORME Y UNIFORMEMENTE ACELERADO

en un intervalo de tiempo t.
La tangente del angulo B representa la aceleracion a.

“ . . acelerado (@a>0)
E _g uniforme uniformemente { retardado (a<0)
c9la=0 _ t EU
28|v = const a = const.
S e v.=20 v.>0
8
> > \ >
& NRNE
t t t
. vt at v t( +v) t+1at" m
S —| v —_——=— = — | — [V, V)=V, — =
2 2a |2 2 o
s
v = — V2as = ——=at| v,+at=\/v.)+ 2as
t m/s
cm/s
km/h
v,=| const. 0 v—at=\/v*—2as
v 2s v Vv, vy m/s?
a= 0 —_—_—— = cm/h?
t t* 2s t 2s km/h?
s 2s vV—v, 2s s
t = - =— ——_— min
v v a Vo4V h
Nota: Las regiones hachuradas representan la distancia recorrida s
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Cinematica

Movimiento circular alrededor de un eje fijo

Le

MOVIMIENTOS UNIFORME Y UNIFORMEMENTE ACELERADO

ok B acelerado (a >0)
g_:ls.: uniforme | uniformemente {re(ardado (@ <0)
é@ a=0 a = const. EU
s ° w=const. w, =0 we >0
NE f
\‘Q 3 8 |2
N °
| N st
B t
t t* |t 1 —_
P= ot %:aTz—:; ?(w.,+o)) =o).,t—{——2-at2 rad
| 2 2¢
0= t \/2a4>:-t—=at o, + at = Vo2 + 2ad 1/s
m/m-s?*
rad/s
w,=| const. 0 o —at = \Ar — 2a¢
[0 2¢ o? -, o —o,? ;/sz )
- 0 —_—=—=— =——— | m/m:-s?
* t 2 2¢ t 2¢ rad/s?
2 ) 2 -0y 2 S
t = 2 _j, — .‘_) = _¢ N = ————¢ min
[0} a a o a 0, + 0 h

Angulo de giro: ¢ = 2w+ Num. de vueltas

@° = 360° - Nim. de vueltas

La tangente del angulo P representa la aceleracion o.

Nota: Las regiones hachuradas representan el 4ngulo descrito ¢ (en
radianes) en un intervalo de tiempo t.
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Cinematica |. -

Movimiento oscilatorio

OSCILACIONES ARMONICAS RECTILINEAS

El movimiento de un cuerpo suspendido de un resorte helicoidal es
una oscilacién de esta clase. Las funciones del tiempo s, v, a en este
movimiento son iguales a las proyecciones sobre un diametro fijo, de
las cantidades s, v y a, correspondientes al movimiento circular uni-
forme de un punto material.

M°""T“e"‘° circular Oscilaciones armoénicas
uniforme

S| Diagrama
desplazamiento- tiempo

Oﬂ r\ t

Desplazamiento

7
Pp=ot+¢;b=r(ut 4 ¢,) s =Asen (ot + ¢,)
Velocidad , i s Diagrama velocidad-tiempo
L8 v
P
R 3
° | 4 < /
0 lt] t
ds
v :d_ = Aw cos (ot + @,)
Aceleracién S | Diagrama aceleracién-tiempo

S Sl ) a
% S o 3 t
U 0 [N [ 7 S
—————— Lic
v dv
a=0; a,=—=ro? a=—=— Aw?sen (ot + @)
r dt
Ecuacién diferencial de una oscilacién arménica
ds
=—=—0%s
dt?

@, Posicion angular cuandot = 0 | s Desplazamiento lineal

¢  Posicién angular al tiempo t A Amplitud (despl. méx.)

a,, Aceleracion centripeta r Radio de la trayectoria
Radio (vector) de posicién circular

B C Limites de la oscilacién b Arco de trayectoria



Cinematica L
Caida libre y tiro l 8
CAIDA LIBRE Y TIRO VERTICAL
Magnitud Caida libre Tiro {hacia arriba (v, > 0) EU
a calcular v,=0 vertical \hacia abajo (v, < 0)
O Nivelde |+M el de
% +h partida 0 partida
g v v: g, VotV m
(33 h= =t = — Vot —— 1t =——1t
2 2 g 2 2 cm
2h m/s
(34 v= gt:T: 2gh vo— gt =\/v.2—2gh km/h
v 2h 2 Vo —V 2h s
Vi = —_——= = "
35 t g v p g Vo4V min
TIRO HORIZONTAL E INCLINADO
Tiro horizontal Tiro {hacia arriba (a> 0) EU
Magnitud inclinado | hacia abajo (a< 0)
a calcular v, >0
A < Yo V hacia arriba
¥ < x| s
ol Sl L ——

m
s= vt cosa cm
h= vt sena-—g—t‘-’

2 cm
m S 92 m m/s
/38 v= Vv.:E4 gt V.t —2gh km/s
ALCANCE L Y ALTURA SUPERIOR H EN EL TIRO OBLICUO
(39 V.2 V.2
Valores L =——sen2a H = s sen‘a :r]n
cuales- 2% 3 S
/40| quiera = * sena th=—g— sena min
cuando a = 45° cuando a = 90°
/41| Vvalores Loae = 2 gy = Y m
maximos 9 29 cm
v.\/2 Va s
=T by = —
{42 thux = —g—— Humdx g min
a Angulo de tiro (respecto a la horizontal)
ty Tiempoe para la altura H | t, Tiempo para el alcance L
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Cinematica L 9

Movimiento en el plano inclinado

DESLIZAMIENTO

Magnitud sin | con
a friccion
calcular pn=0 p>0
a= gsena g(sena—p cos a)
. sen (a-¢)
o bien, g ———
cos ¢
2s
v= at = s =\/2as
at* vt v: Arista de
S = —_ = —  — volteo
2 2 2a
a 0...a* | ¢, ...a*
RODAMIENTO
Magnitud sin con
a friccion
calcular f=0 f>0
. f
gr: sena — — cosa
a= ~ -sen a . r
4 r
+ g T
v= como en / 45
s= como en / 46
f
a 0...amir Qin: tANApin = —
r
r4r? rr4r—fr
tana =p———| amis: tANAmi: =py ——————
r# r?
Cono macizo | Cilindro macizo ]Tubo de pared delgada
r: rn?+r?
rF=—r* rd=— n'-‘:'+—2=—‘r'-’
5 2 2

o Angulo de volteo (centro de gravedad Cg verticalmente sobre la
arista de volteo)

p Coeficiente de friccién dinamica (ver Z 20)

., Coeficiente de friccion estatica (ver Z 20)

¢ Angulo de friccién dindmica (u= tan ¢)

¢, Angulo de friccién estética (p. = tan ¢,)

f Brazo de momento en la friccién dindmica (ver Z 20y k 70)
r;  Radio de inercia (o de giro)
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Cinematica ] L 10

B BIELA ¥ MANIVELA (O CIGOERAL) |,
/ 55 s=r(1 —cos¢)+?lsen’¢

/ 56 v=wrseng¢(1+ rcos¢)

{57 a=w’r(cos¢ + Acos2¢) N
r 1 1 f
/58 A== —
/ 4 6
{59 p=ot=2nnt 2
(A es la relacion de longitudes de = cons?.
manivela a biela)
@ MANIVELA Y CORREDERA
/60 s =rsen (wt)
/61 vV = wr cos (wt)
/{62 a=—w’rsen (nt)

/ 63 o=2mrn

(Movimiento: oscilacién arménica)

TRANSMISION DE CARDAN
Con entrada uniforme, la salida es

no uniforme uniforme, con eje o arbol auxiliar H
Entrada ¥ A ¥
B < o s
_0_ — W, w./ J '
o CJ /) H wy
f 2 A /
. H 2 £y
5 Q ?,
: 3\ s
Soli w A——ey Wy
alida A 3
Si todos los ejes o arboles estan en un plano entonces se cumple que:
tan ¢ = tan ¢, - cos tan ¢; = tan ¢, tan ¢, = tan ¢,
cos 3
) = 0)) = W3 = O w3y = 0
? ’1—sen2ﬁ<sen2¢. ¢ ! ' !
, Sen?pg-cosp -sen2 ¢,
/ 66 az =0y

(1 — sen? g - senZ ¢,)?

Las dos lineas ejes A de las articulaciones del
arbol auxiliar deben moverse paralelamente

Cuanto mayor sea el angulo g de inclinacién, tanto mayor sera la
aceleracién maxima a y, asimismo, el momento (o par) acelerante.
Por lo que en la practica debe tomarse g =< 45°.




Dinamica M ’

Conceptos generales

Definicion
La dindmica estudia las fuerzas que actGan sobre un cuerpo en
movimiento y los conceptos afines de trabajo, energia y potencia.

Principales cantidades de la dindmica y sus unidades

Masa m (es una cantidad fundamental; ver las Explicaciones ge-
nerales)

Unidades: g, kg, Mg (=t)
1 kg es la masa de un prototipo internacional. En una balanza
comun se mide la masa de un cuerpo y no su peso.
Fuerza F y peso G
El vector fuerza es igual al producto de la masa por el vector acelera-
cion. En términos de su magnitud, la fuerza F es igual al producto de
la masa my la aceleracion a.
F =ma

El peso G es el efecto de la aceleracién de la gravedad g sobre
la masa m.
G =mg

Con una balanza de resorte se mide directamente el peso como
una fuerza.

Unidades: N, kgf
1 N es la fuerza que imparte a un cuerpo con una masa de 1 kg
(o sea, 1 N - s* - m') una aceleracién de 1 m/s2.
1 kgf (= 9.81 N) se define como la fuerza que el campo gravi-
tacional terrestre ejerce sobre una masa de 1 kg en una locali-
zacién estandar donde g = 9.81 m/s2.

Trabajo W
El trabajo (mecanico) es el producto escalar del vector fuerza por el
vector desplazamiento. Si la fuerza es constante y se ejerce sobre un
cuerpo con movimiento rectilineo en la direccion de la fuerza. W= Fs.
Unidades: joule (J) = N-m = W-s ; kgf'‘m; kcal;cv-h; hp-h
Si una fuerza de 1 N se ejerce a lo largo de una trayectoria de
1 m, efectda un trabajo (energia)de TN-1m =1J.

Potencia P
La potencia P es la rapidez de variacion del trabajo. Si el trabajo
(energia) es uniformemente creciente o decreciente, la potencia
sera el cociente de trabajo y tiempo (P = W/t).
Unidades: watt (W) = J/s; kgf - m/s; kcal/h; cv; hp
1 W es la potencia constante en el tiempo que corresponde a
una transformacioén o transferencia de energia igual a 1 J/s.

1TW=1J/s
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Dinamica M 2

Masa y momento de inercia de masa

DEFINICION DEL MOMENTO DE INERCIA DE MASA J
El momento de inercia de la masa de un

cuerpo con respecto a un eje que pase dam
por C es la suma de los productos de los

elementos de masa y el cuadrado de su

distancia al eje de rotaciéon C. C

J=3rram=§r*dm kg-m? utm-m?

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos
(ver también | 9)
Si el momento de inercia de una masa
con respecto a un eje que pasa por su

centro de gravedad C es J., entonces el n
momento de inercia J con respecto a un
eje paralelo al anterior y que pasa por
O, situadg a una distancia/,, es
J=Je+ ml* kg - m?*, utm - m*
Radio de inercia (o radio de giro) r; 0
El radio de inercia r; es el radio de un cilindro ideal infinitesimal-
mente delgado, en el cual se puede suponer concentrada toda la
masa del cuerpo y que tiene el momento de inercia J con respecto
a su eje.
mr2=J de donde ri= \/% m, cm
Efecto de inercia (o de volante)
Efecto de inercia = Gd?*=4gJ N-m?, kgf m?
d? = 4r? (Ver férmulas en M 3)
Masa reducida (para cuerpos que ruedan)
J
Myy = — kg, utm
rz
Férmulas béasicas
Movimiento rectilineo Movimiento circular
Férmula Unidades Férmula Unidades
F =ma N, kgf M =Ja N-m, kgf'm
W =Fs (F=const)| J, kgf'm | W=M¢ (Mcte)| J, kgf-m
1 1
E.=—mv? v E. = —Jw* " "
2 2
E,=Gh " " ®» =2mn (rps) rps, rpm
1 1
E,:?FAI " " E,:-Z-MAa J, kgf-m
dw dw
P:F:FV W, kW, cv P:d_l:Mw W, kW, cv

Para los simbolos de las férmulas ver M 4



Dinamica
Momentos de inercia de masa M 3

Con respecto al
eje a-a eje b-b

(de revolucioén) (que pasa por el Cuerpos
centro de masa C)

£ 1 Aro circular

mis| J =mr J =—mr . b
2 S

m16 | d? =4r dr=2r

7| v =Lme J =2 @i
m =—mr: ——(3r #
2 12 +

1

m18 | d*=2r? d? :?(3I2+h2)

1 m
m19 | J :?m(R”—f-rﬂ) J 1—2(3R'-'+3r2+h'-')

1
m20 | d*=2(R*+1r?) d,2:3(3R‘+3r2+h2)
m 21 J :imr2 J :3m(4r2+h“)
10 80
m 22 d,*:ir2 d,2:—3—(4r2+h2)
5 20
4
m23 | J =—mr? J =—mr?
10 10
d2=—r? dz=—r?
3 4R* 4512
J :m(R2+Tr2) J :m-——g—

1
d?=4R? 437 9t = (4R §51)

J ! m(d2+4/7T J m (d* 2)
= — = — c
12 12 +

4 1
m2g | dr= s di = (e

*Sid, ¢ <</, J = (m/3)*
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Dinamica

Rotacién

Ma

Energia cinética total de un cuerpo

1 1
E.=—mv 4 —J, 0? J, kgf-m
2 tgdo 9
Energia cinética de un cuerpo que rueda sin resbalar
1
E. = -2— (m + myeqd) v* J, kgf'm
vV =or m/s
Momento de rotacién
P P
=_——— N-m, kgf*m
2] 2mn (rps)
P (kW) P (cv)
=9734 kgf - m = 716
n (rpm) n (rpm)
Relaciones de transmisién
Relacion de transmisién Elemento
impulsor
PR N
“dz,  n. - oy
Relaciébn de momentos
Momento aplicado M, 1
Momento resistente M. iy
Eficiencia
Potencia de salida
7 = —_——
Potencia de entrada Elemento
Eficiencia global de varias transmisiones impulsado
N =Th e
m,.a (Ver m 8)
v Velocidad del centro de masa (traslacién) m/s
F Fuerza aplicada N, kgf
M Momento de fuerza en rotacién N-m, kgf-m
E, Energia cinética J, kgf - m
E, Energia potencial J, kgf - m
E, Energia elastica de un resorte helicoidal J, kgf-m
Al  Deformacién longitudinal del resorte m, cm
aB  Deformaci6n angular de un resorte espiral rad
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Fuerza centrifuga y esfuerzos

‘M5

FUERZA CENTRIFUGA
Fg =mo*r= mTv' N, kgf
=4nr*mn*r N, kgf
v =2mrn m/s, km/h
©w =2mn rps, rpm

F ofg.

ESFUERZOS POR EFECTO CENTRIFUGO EN CUERPOS ROTATORIOS

Disco

N/m?, kgf/cm*
Anillo

o' .
0 = . (n*+rr.+r?

N/m?, kgf/cm*

. Distancia del centro de gravedad
e Elongacién méaxima del péndulo
f Elongacién del péndulo

F4. Fuerza centrifuga

m, cm, mm
m, cm, mm
m, cm, mm

N, kgf

Jo Momento de inercia de masa con respectoaO kg * m?, utm - m*
Jo Momento de inercia de masa con respectoa C kg * m?, utm - m*
M, Momento al girar un resorte espiral un angulo

A¢p =1rad
a, Esfuerzo de tension

N-m, kgf-m
N/mz, kgf/cm?, kgf/mm?

T Periodo de oscilacién (tiempo del movimiento

deBaB'yaB)
vy Velocidad en E
vy  Velocidad en F
E.: Energia cinética en E

S, min
m/s, cm/s
m/s, cm/s

J, kgf:m
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Dinamica M 6

Oscilaciones arménicas

OSCILACIONES MECANICAS
(Ver también L4y L 7)
Determinacioén de la
constante de carga
de un resorte, ¢

Generalidades

m
Periodo T =27 [— s, min
c
G
Constante de resorte ¢ = Vi N/m, kgf/cm
1 =
Frecuencia f = 7 (verL1) c/s (Hz) S

c
Frecuencia angular o =27f= \/;- rad/s 1

Velocidad critica (por flexién) de un eje de transmisién, n,
1 ()

n=— [—

27\ m

kgf/cm
— 300 /_'.(_g__) rpm
m (kg)

Constante de carga elastica c, para ejes

con 2 soportes con soporte movible
m
=9
T T S
T 7
48E |
ci=

/:‘

A/ Deflexion, o bien, distension de un resorte
I Momento de inercia de la seccién transversal de un eje (o arbol)

m Masa. Al determinar la velocidad critica se considera la masa
(por ejemplo, la de una polea) concentrada en un punto. La
masa del eje o arbol se toma en cuenta aumentando la anterior.

c, Constante de resorte para oscilaciones elasticas transversales
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Oscilaciones armoénicas

MOVIMIENTO PENDULAR
(Ver también L 4)

Péndulo conico (o centrifugo)

Cosa
T =2#n_[—=2 S, min
g
¢ rw? r
ana = = —
g h
(] \ g
(O — = — m,cm
h w2

Péndulo simple

Masa oscilante concentrada en un punto.
Brazo del péndulo con masa cero

T =2n \/Z s, min
g
g
Ve —e 7 Vi = %(92—12) m/s
e2
E. =mg— J
gz/
Péndulo fisico
Ji
T =27 [—
G{,
Jo =Jo+ml; kg - m*
T'_'
Jo =G¢, (——(—") kg * m*
4w g

Si un cuerpo con centro de gravedad en
C a una distancia ¢, de O, se suspende
de O y se pone a oscilar, su periodo de oscilacién T se determina
experimentalmente, y con la férmula m 58 se puede calcular su
momento de inercia J, con relacién a C.

Péndulo de torsion
—
\ /

J

T =2n [— S, min -
M, ~

Vea el significado de los simbolos en M 5



m 60

m 65

Dinamica

Choques

'Ms

CHOQUE O IMPACTO

Si dos cuerpos con masas m, y m. y velocidades v, y vs; chocan
entre si, la cantidad total de movimiento p — mv permanece cons-
tante durante el choque (las velocidades cambian a vy, y V..):

P=m Vii+ M:*Vsyy = My Viz+ My Ve

Tipos de choques

Directo y Velocidades paralelas a las Las normales pasan
central normales al érea de choque | por los centros de
Oblicuo y masa de los cuerpos
central Velocidades en direcciones Normales en
Oblicuo y | Cualesquiera posiciones

no central cualesquiera

Clases de choques

Elastico™ Plastico
Z:;ofglj:t'i- Son de igual magnitud antes | Son nulas después
vas y después del choque del choque
Velocida- Vi (M — ma) + 2m. - vy
des des- |Viz=
pués del m + m. vos — my*Viy+ My Vg
choque si iy =
es dqirecto I m) +2m; " vi m + mg
y central =7 m, + m.
Coeficiente
de resti- €e=1 €=0
tucién

Coetficiente de restitucion e

Mide en qué grado varian las velocidades relativas antes (v,1) y
después del choque (v,,):
V2
€ = Y
Vi

donde 0=e¢=1

Normal ol drea de choque

*En el choque elastico oblicuo y cen- < ;
tral, el vector velocidad se descom- \

pone en sus componentes normal y Yt
tangencial. La componente normal
v, ocasiona un choque directo, pero
la componente tangencial v; no in-
fluye en el choque.

v,
Ny
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Conceptos generales - Hidrostatica

GENERALIDADES

La hidraulica estudia el comportamiento de los liquidos. Estas sus-
tancias pueden considerarse como incompresibles en la mayor
parte de los casos; es decir, sus cambios de densidad, al variar la
presion, son despreciables.

Magnitudes
Presion p. Ver O 1
Densidad p.Ver O 1
Viscosidad dindmica. (EU: Pa-s = kg m s

La viscosidad dindmica es una caracteristica de los fluidos para la
cual se cumple que:

n=1»(p.1)

Con frecuencia puede despreciarse la dependencia de la presién,
en cuyo caso

n="F(t) (Los valores numéricos)
pueden verse en Z 16)

Viscosidad cinemética v. (EU: m2/s)

La viscosidad cinemaética es la relacién entre la viscosidad dina-
mica 7y la densidadp:

HIDROSTATICA
Distribucién de la presién en un liquido

pr=po+gph P,

A _’1 “PyPy
Rl

D-.'=P1+Qp(h-.»—h|)

[

=pi+gpah

b hy —




Hidraulica N 2

Hidrostatica

Presién de un liquido sobre una superficie plana

Por fuerza de presion
hidrostatica F de un li-
quido sobre una super-
ficie,se entiende la fuer-
za que ejerce el liquido
exclusivamente, es de-
cir, sin tomar en cuenta
la presiéon p,.

n 6 F =gpy.Acosa= gph,A

I o
n 7| emE——=yet——  Xp=
Yo A Yo A " YA

Presién de un liquido sobre una superficie curva

La fuerza de presion
que ejerce un liquido
sobre la superficie cur-
va 1-2, se descompone
en una componente ho-
rizontal Fj y otra verti-
cal Fy. La componente
Fy es igual al peso del
liquido contenido en el
volumen V en (a) o en
(b). La linea de accién
pasa por el centroide
del volumen.

n 8 IFy|=gpV N, kN

La componente Fy es la fuerza debida a la presién del liquido sobre
la proyeccién de la superficie 1-2 sobre el plano perpendicular a
Fu. Los célculos se realizan mediante las relacionesn 6y n 7.

Centroide de la superficie A

Centro de presién (punto de aplicacién de F)

Momento de inercia de A con respecto al eje x

Momento de inercia de A con respecto a un eje por C paralelo
al eje x (ver 110y P 3)

I, Producto de inercia de A con respecto a los ejes x y y (ver |10)

S 00




Hidraulica N 3
Hidrostatica
EMPUJE ASCENSIONAL

El empuje hidrostatico ascensional F,
es numéricamente igual a la suma de
los pesos de los liquidos desplazados
por el cuerpo sumergido, y cuyas den-
sidades son p y p’, respectivamente.

Fa=gpV+gpV

Si el fluido con densidad p’ es un gas
puede considerarse que

n 10 Fa=gpV
Si p. es la densidad del cuerpo sumergido resulta que si:

n 1 p>p. el cuerpo flota Po—

n 12 p = p. el cuerpo esta suspendido en’el liquido
mas denso

n 13 p < pe el cuerpo se hunde

Determinacion de la densidad p de cuerpos sélidos y liquidos

Para s6lidos con
densidad Para liquidos se considera pri-
mayor menor mero F' y m con un cuerpo
1 liquido cualquiera dentro de un liquido l
que el fiqu de densidad conocida p’
— empleado
i ;
n 14 1 -
- . mg
EEn15 F._F pP=p 1—,__,
n 16 mg T m g
e e 1
Fa FVF
Cuerpo
auxiliar

m Masa del cuerpo suspendido en el liquido

F  Fuerza de equilibrio

F, Fuerza de equilibrio en el experimento con el cuerpo auxiliar
P Densidad del liquido en que se pesa
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Hidraulica ‘ N 4

FLUJO ESTACIONARIO
Teorema de continuidad (Principio de conservacién de la masa)
Ecuacién de continuidad:
Avipi=Avp = A v,p,

Flujo de masa:

m=Vp kg/s, g/s
Flujo de volumen (gasto):

V=Av=2

m*/s, cm?/s

Teorema de Bernoulli (Principio de conservacién de la energia)

Flujo ideal (sin friccién):

P1 vy? P v:i o p, v,?
—_ ¥4 —_= — z —_——=— Z, -_ J/k
S ent = oot =T et 9

p energia de presién por
& unidad de masa

P
gz energia potencial por

unidad de masa
v  energia cinética por N
72 unidad de masa

Nivel cero 1 l
777 777777

Flujo real (en el que hay rozamiento)
pl+gz+V12_Pz+ 2 +V22+W /K
b = P 92 2 r1,2 9

w;,. pérdida de energia por friccién desde 1 hasta 2
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Hidraulica N 5

Hidrodinamica

Potencia de una maquina hidréulica
P=mw,, W, kgf - m/s, cv

Trabajo de conversién por unidad de masa:

1 1
Weiz = 7 (pr — P2) + 9 (2) — 22) + '2‘ (Va2 — v2?) —wpie

para maquinas generatrices (o impulsoras) w.; ,>0
para maquinas motrices W< 0

Teorema del momentum (o impetu)

En el caso de un fluido (incompresible) que circula por un *‘vo-
lumen de control” fijo en el espacio se cumple la siguiente ecua-
cién vectorial:

iF=m @ —7) N, kof

—
3 F son las fuerzas que actian sobre el fluido en el volumen de
control. Pueden ser

fuerzas de volumen (por ejemplo, el peso)
fuerzas de presién
fuerzas de friccion.

Vv Velocidad de salida del fluido del volumen de control

Vi Velocidad de entrada del fluido al volumen de control

<,

Teorema de la cantidad de momento angular

Sobre un fluido (incompresible) que circula a través de un volumen
de control fijo se ejerce el momento rotacional M:

M=m(vy,rs— vy,r) N-m, kgf - m
V:. Y Vi, SON, respectivamente, las componentes tangenciales de
las velocidades de salida y de entrada del fluido en el volumen
de control.

r; y r, son, respectivamente, los radios correspondientes a v, y v;.
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Hidraulica N 6

Hidrodinamica

PERDIDA DE ENERGIA POR FRICCION EN EL FLUJO A
TRAVES DE UN TUBO

Pérdida de energia por _ ﬁ_
unidad de masa } W2 =3(la 2 ). de donde
Pérdida de presion AP, =P W12

Determinacion del factor de resistencia friccional { y del factor de
forma a:

Tubos de seccién circular | Tubos de seccién no circular
vd vd,
Re =22F I Re = ——F
Y n

Si Re < 2320, 2l flujo es laminar
Si Re > 2320, el flujo es turbulento

Flujo Flujo
laminar | turbulento® | taminar | turbulento®
::g-a {:f(Re,i) {:¢6—4 {—_—I(Ra,i)
Re d Re d,
/ 14
a= 7 en tubos rectos I = — en tubos rectos

L3

a=1 en conexiones

Determinacién del factor ¢ @
Para secciones anulares
D/d |1 |3 |5 | 7 |10 ]30 |50 |70 [100 | «
¢ (150 [1.47 [1.44 [1.42 [ 1.40 [1.32 |1.29 [1.27 [1.25 |1,

Para secciones rectangulares E{
o

c/b| 0 ]01]02]|03|]04]05]|06]07]08]10
$ [1.50 [1.34 [ 1.20 [1.10 | 1.02 | 0.97 | 0.94 | 0.92 | 0.90 | 0.89

d Diametro interior libre del tubo | / Longitud de! tubo

d, (=4 A/Py) Didmetro hidraulico | Re Numero de Reynolds
A Seccion transversal perpendicular a la direccién del flujo
Py  Perimetro mojado

k/d (y k/d,) Rugosidad relativa

k Altura media de todas las asperezas (ver Z 16)

* El valor de { se obtiene del diagrama en Z 15
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Hidrodinamica

SALIDA DE LIQUIDOS EN RECIPIENTES
Con orificio en el fondo

v=¢V2gH
V=¢eAV/2gH=2
Con orificio lateral pequeno
v=9¢V2gH
n 42 s =2/Hh
n 43 V=¢eA\/2gH=2
n 44 F=pVv

Con orificio lateral grande

.2
V=eb V2g (Hs% — Hy %)

Con presién interior (p;) sobre la superficie libre

P
—_ il — Pi
VAL MRy 111
na7| V=¢ea f2lgH+2)

Con presién interior sobre la descarga

e H o
|
I
!

v Velocidad de descarga m/s

p; Presion interior (mayor que la externa)

¢ Coeficiente de friccion del liquido (para el agua ¢ = 0.97)

e Coeficiente de contracciéon (€ = 0.62 para orificios con bordes
agudos; € = 0.97 para orificios con bordes redondeados)

F  Fuerza de reaccién

V' Flujo volumétrico (gasto, 2) m?*/s, m*/h, lit/min

b Ancho de orificio mm, cm




Variables termodinamicas de estado

Térmica , O 1

Variables de estado son la presién p, la temperatura'absoluta Ty
la densidad p, o bien, el volumen especifico v.

Presién p (EU: N/m? = Pa, bar, kgf/cm?)
La presi6n es la relaci6n de la fuerza F al 4rea de la superficie, A:

p=F
TA
La presién absoluta de un fluido puede interpretarse como la fuerza
total que ejercen las moléculas al chocar contra las paredes del
recipiente. La presion p’ medida con un man6émetro es la diferencia
entre la presion absoluta y la presion exterior o atmosférica p,:
cuando p’ > 0 se denomina ‘“presion efectiva”, o simplemente
“presién”. Si p’ < 0 se llama entonces “vacio” o “depresion”. De
ahi se obtiene que la presién absoluta p es:

P=pP.+P
Temperatura T, t (Magnitud basica; ver Explicaciones generales)

La unidad de temperatura absoluta 7, el kelvin (o anteriormente,
grado Kelvin) K, se define por:

To
K=—
273.16

donde T, es la temperatura (absoluta) del punto triple del agua
pura. Ademas de la escala Kelvin se emplea también la escala
Celsius; la temperatura Celsius t se define internacionalmente
como:

t=T—273.15

Densidad p (EU: kg/m?)
La densidad es la relacién de la masa m al volumen V:
-m
P=v
Volumen especifico v (EU: m3/kg)
El volumen especifico es la relacién del volumen V a la masa m:
1’4 1

== F
Volumen molar V (EU: m3/mol)
El volumen molar es la relacién del volumen a la cantidad de sus-
tancia (1 mol) contenida en él:

Cantidad de sustancia (moles) n (Magnitud bésica; ver Explicaciones
generales)
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Calentamiento de cuerpos sélidos y liquidos

CALENTAMIENTO DE SOLIDOS Y LIQUIDOS

Calor Q (EU: J, kcal)
Calor es la energia que se transmite a través de la frontera de
sistemas que estan a diferente temperatura, cuando se ponen en
contacto por medio de paredes diatérmicas

Calor por unidad de masa q (EU: J/kg, kcal/kg)
El calor q referido a la unidad de masa es la relacién de la cantidad
total de calor Q a la masa m del cuerpo considerado.

Q
q=—
m
Calor especifico ¢ [EU: J/(kg - K), kcal/(kg * C)]
El calor especifico (o capacidad térmica especifica) ¢ es el calor
Q que hay que suministrar o sustraer de una masa m para cambiar
su temperatura en At.
Q q

C=——=

mat  at

El calor especifico es funcién de la temperatura. (Ver valores nu-
méricosenZ5aZ9)

Calor de transformacién (por unidad de masa) ¢ (EU: J/kg. Valores
numéricos en Z 12.)
El calor de transformacién (o “latente”) es aquel que al ser sumi-
nistrado o sustraido de un cuerpo cambia su fase sin que cambie la
temperatura. Se distinguen los siguientes calores “latentes”.

un cuerpo sélido en
4 Calor de uno liquido, a la tem-
fusi6n peratura de fusion

un liquido a la tempe-
ratura de vaporizacién

N (dependiente de la pre- | ..
vaporizacién | Es el calor sién), en vapor satu- Sin que

necesario cambie
rado
para su

transfor- N tem-
mar un cuerpo sélido a la pera.

temperatura de subli- tura
macién (dependiente
de la presion) directa-
mente en vapor satu-
rado. (Temperatura in-
ferior a la del punto
triple.)

Calor de

(Por unidad de masa)

Calor de

“ sublimacién
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Dilatacién de cuerpos sélidos y liquidos

i

w

1
1

i

o
N
-

Dilatacién térmica de sélidos
Un cuerpo s6lido cambia sus dimensiones al variar su temperatura.
Utilizando el coeficiente ade dilataci6n longitudinal (o lineal), que

es dependiente de la temperatura (ver sus valores en Z 1), se
tiene que:

Longitud: L=4 1+ a(t.—t,)] o :1.‘1]

Al=li—bh=blLalts—t))

Area: A== A, 1+ 2afty — t,)] i -~

M — Ao Ay A2ty — 1)

Volumen: Vo=V, [1+4 3a(t. — t,)] < I,- —1'
P

V2

AV =V, —V,=V,3a(t, — t,)

Dilatacién térmica de liquidos
Con g, el coeficiente de dilatacién volumétrica (o cubica) —depen-
diente también de la temperatura— se tiene:

Vo=V, [148(t.—t)]
AV :VZ—V,:VIB(tz—ll)

Deflexién térmica A
Una deflexi6n térmica se presenta en elementos bimetalicos, los
cuales se flexionan por calentamiento hacia la cara donde esta
el metal con menor coeficiente de dilatacién. Designando con § la
“deflexiéon térmica especifica” (pueden verse sus valores en la
norma DIN 1715) se obtiene para la deflexién térmica total A:

’,

: L
A\ dL2at ‘ ‘
{, Longitud at, A, Area at,
/> Longitud a t, A, Area at;
V, Volumen a t, t, Temperatura inicial
V. Volumen a t. t, Temperatura final

s Espesor At Incremento de temperatura
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Térmica o 4

Estados y cambios de estado de gases y vapores

Ecuacién de estado para gases ideales
El estado de un gas se determina por dos variables termodinami-
cas, de manera que la tercera puede calcularse empleando la
ecuacion de estado. En el caso de gases ideales es vélida la ecua-
cién siguiente, en la que la constante de gas R depende del tipo
de sustancia (ver Z 12):

pv=RT o bien, pV=mRT o bien, p=pRT

Si se refiere la constante del gas a la cantidad de sustancia (1 mol)
entonces se cumple para todos los gases ideales, con Ry = 8314.3
J/(kmol - K) como constante universal de los gases (ideales), que

PVy = RuT
Si M es la masa molar (ver Z 12) se tiene:
v =MR

Estado de gases no ideales y vapores
El estado termodinamico de gases reales y vapores se determina
empleando ecuaciones o diagramas especiales.

Cambios de estado o procesos
Los cambios de estado en un sistema son inducidos por sus inte-
racciones con el medio que lo rodea. Dichas interacciones se
calculan empleando la primera y la segunda leyes de la termodi-
namica.

Primera ley en el caso de un Segunda ley en

. el caso de
sistema cualquier
cerrado | abierto sistema
2
Qi2 — Wy 2= U; — U, Q.2 — Wa2=hs—h Q2= | Tds
+ de "
En estas férmulas se emplean los Q<o
simbolos con el significado que
se indica, y referidos a la unidad W>o W<o
de masa.
Q>0
h entalpia especifica
u energia interna especifica

w, ., trabajo (discontinuo, proceso con cambio de volumen) (ver O 7)
w12 trabajo (continuo, proceso en régimen permanente) (ver O 7)

s entropia especifica

Ae cambios en energia cinética o potencial
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Cambios de estado en gases y vapores

Térmica } o 5

Procesos en gases ideales
Las relaciones deducidas de las férmulas o 25 a o 27 para dife-
rentes cambios de estado se muestran en la tabla de la pagina O 6.
A esta tabla corresponden las siguientes explicaciones. Cada pro-
ceso puede representarse en la forma siguiente:
p v* = const.

En la primera columna se indican la magnitud constante y el valor
del exponente politrépico n.

Las capacidades térmicas (c, y ¢,) a presion constante y a volumen
constante, respectivamente, se consideran por lo general en su va-
lor medio entre las temperaturas t, y t,. Son vélidas las siguientes
relaciones (los valores de ¢, (6 ¢,.) pueden verse en la pagina Z 13);

(Com)o, e2 * t2 — (Com)o, 1 * ty
o = (Com)yy, 1 = —— — =
2 — b

Co= (cvm)tl. uw=0C—R
k = (km)tl. t, = c,/C

El cambio de entropia asociado al cambio de estado esta dado por:

T. T. V.
82— 81 =¢Cyln (—3) —Rln(&) = CylIn (—2) + RIn (—2)
T, P T, Vi

Cambios de estado de gases reales y vapores
La tabla que sigue muestra las relaciones para diversos procesos
deducidos de las férmulas o 25 a o 27. Las variables de estado
bésicas p, v, T y las variables de estado energéticas u, h, s se rela-
cionan con los diagramas apropiados.

Cantidades por unidad de masa

Proceso Trabajo (discontinuo) | Trabajo (continuo)
(magnitud 2 o Calor
constante) Wiz =j: pdv Werz=— ) vdp Q.2

Us — Uy =
Isométrico hy — hy) —
v = const. 0 v(py — p2) ,(,(;2 _ ;,)l)
Isobérico
p = const. p=(va—wv) Y hy — hy

. T(s: — 81) — (Us — uy) =
ISOErmICO | 7c. — 5,) — (ha — ) |T(2— $1)— (s — )| Tls, — 51)
- : + (P2v2 — p1vi)

Isentrépico |Uy — Uz = hy — hs
s =const. |(h — h) — (P1v1 — p2ve) *




edlwid

sojeap| seseb ue sosedoid

Proceso Relacién (o T(gbaio cal
magn. const. , _ (p/unid. masa ) alor ) _
}exc?on. onst.) Zr:tra%r: discontinuo ) continuo (p/unid, masa) | Diagrama | Diagrama
(politr.) 1y2 wcl.ZZJ pdv WcL'.':—j vdp Qiz p—v T—s
1 1
Isométrico . r ? 4 2
v = const. P 2 v(pr — p2)
n=ouw p—=r_ 0 =R(T Ta) C,(T:—T)) ' /
an| T — |
Isobarico " Tque ol
p = const. v. T, pv:—vy) — 2
n=o Lo 0 G (Te—Ty) [ ' 2 /
= | T =R(T,—T) [E—
v{+———es
Isotérmico RTIn (Z_) P r
—_ 12
;:::onst. &:—l Vi wi 2 W2 ;\3 ‘:—:
= Pi Ve =RTIh (B
(0 39) o v s
[ n)“ 'mas incl.
Isentrépico P \v, U —uy=c, (T, — Ty hy = Pizc, (Ti — Ty P ?;g:.d T g
s = const. ‘2_(’_2)51 (= = 1
n=k o, \I, ) _ 1 anhe Ezk _ K Rr],f(&)k 0 2 )
vi (T\ia k-1 ) k—1 Py, » s
(0 40)( ;-= 7 |
(2 ﬁ)" 1
Politrépico P _(Vz — R =T TR Ty
i AT px n- n— - -
(ct_J—anu:e;a) "_=(:_)n-1 : - B = e k(r,_r,) Indefinido | Indefinido
n = const. el =——aA7, |- (2 =—RT, ,,(ﬂ) n—1
AT n-1 ) n—1 )
(041) | 7=\,

90‘
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Cambios de estado de gases ideales

Diagrama p—v
En procesos reversibles, el area en- P
tre la curva de cambio de estado y
el eje v representa el trabajo por
variacién de volumen o discontinuo
(por unidad de masa), y el drea entre
la curva y el eje p representa el tra-
bajo continuo (por unidad de masa).

7wy,
’
N e,

Diagrama T —s
En procesos reversibles, el area en-
tre la curva y el eje s representa el
calor transmitido (por unidad de
masa).

Calor total transmitido
El calor total transmitido (entrante o saliente), una sola vez,entre
un sistema cerrado y los alrededores estd dado por:
Q2 =Mmaq.: J

El calor total transmitido continuamente (flujo de calor) entre un
sistema abierto y los alrededores esta dado por:

Gz =Qu2=mMqi: W, J/s

donde m es el flujo de masa (EU: kg/s).

Trabajo total realizado
El trabajo total realizado (entrante o saliente), una sola vez, entre
un sistema cerrado y los alrededores es:

Wi2=mw J

Potencia
La potencia total suministrada o cedida continuamente entre un
sistema abierto y los alrededores es:

Pi. =Mmw,, , W, J/s
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Mezclas de gases

Masa m de una mezcla con componentes m,, m.

i=n
m=m+my+...+m,= Zm.

i=1
Proporcién o fraccion de masa ¢, en una mezcla

m, i=n
b=—yXa=1
m

i=1

Nimero de moles n en una mezcla con
componentes n,, n,, . ..

i=n
n =nm+n+...4+n= Zn‘
i=1

Proporcién o fraccién molar y; en una mezcla
=n

n
W=—y S w=1
n =1

Masa molar (peso molecular en unidades de masa) aparente M de
una mezcla

Para la masa molar se tiene que

my m
M‘=—— yYM=—
n n

donde M es la masa molar aparente de la mezcla. El valor de M se
calcula como sigue:

i=n 1

i=n e
M =3 (My)o bien, —=3 (_‘)
=1 M =1 i
Célculo de la fraccién de masa a partir de la fraccién molar
M,
& = ﬁ '
Presién total p de la mezcla y presion parcial p; de cada componente
i=n
p= 3 p de donde pi=yi'p

=1



o 54

o 59

Térmica o 9

Mezclas de gases

Proporcién o fraccién volumeétrica r; en una mezcla

i=n

Vi
i = =V i=1
n=< vy or

i=1

Se llama volumen parcial V; al volumen que un solo componente
ocuparia a la temperatura T y a la presién total p de la mezcla.
Para gases ideales se tiene:

mR, T n‘ Ry T

P p

Vi=

yZV‘_v

Variables termodinamicas energéticas de una mezcla

i=n i=n

u=3 (4 u); h= §(e.-h.)

i=1

A partir de estas férmulas puede determinarse la temperatura de la
mezcla. Para gases y vapores reales, de diagramas, y en el caso
de gases ideales por las relaciones siguientes:

Colim +Cutome+ ...+ Cntam,
Sistema | cerrado
C,'m
adiaba-
. Copltim+Cpltoma+ ...+ Cputlym,
tico abierto | t=—t 11T 7" 4

Cp,m

Las capacidades térmicas especificas (medias) de la mezcla se
determinan como sigue:

c.=¢,—R

Cp = i (¢ " cpi)
i=1
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Transmision de calor

Debido a la diferencia de temperatura entre dos puntos fluye calor
del de mayor temperatura al de menor. Se distinguen las siguientes
formas de transmisién de calor:

Conduccién térmica (en superficies sélidas)

tun — tun

en paredes planas: $=0=«kA

L2

tur —
en paredes de tubos: ¢=O=xA..—'?—

E! 4rea media logaritmica es:

d.—d; - - -en pared plana
o 63 A, =md, L; por lo tanto d. = —a ——en tubo
In (f) L longitud de tubo

Conveccién térmica (transmisién en pelicula de fluido)
Esta transmisién consiste en el traspaso de calor de un fluido a
una pared sélida o viceversa. Las moléculas, como elementos de
masa, transportan la energia debido a su flujo. Si la corriente
de fluido se forma por si sola (como en el

ascenso del aire en la atmésfera) se habla A

de conveccion libre, en tanto que si el L

flujo es forzado, la conveccién se deno- t

mina forzada. fw!
bP=Q=aA(t—t.,)

Radiacion térmica
Este tipo de transmisién de calor no esta ligado a la presencia de
masa (por ejemplo, en la transmisién de calor radiante del Sol a la
Tierra a través del vacio). Los célculos se realizan como en o 64.

Transmisién total de calor

Con esta expresion se designa la

totalidad de los procesos que parti- ¢
cipan en un proceso de transmisién

de calor:

b=Q=UA(l —t.)

Considerando el coeficiente total de
transmision de calor U se tiene que
(sus valores aproximados se pueden
ver en Z 13):

1 1 32
0 66 en paredes planas —=—+3 (i) 4+ —
1072 U a‘ = K ; 0‘2
1 1 =n 1
o 67 en paredes de tubos -—-—:—+‘ ( S )+_
UA a Ay o \KA, a. A

x Conductividad térmica (ver sus valoresen Z 5 a Z 10)
a Coeficiente de conveccién térmica (para su célculo ver O 12)
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Transmision de calor

Cambiadores de calor
Los cambiadores (o intercambiadores) de calor sirven para efec-
tuar el paso de calor de un fluido a otro. El flujo de calor es:

¢ =Q = kAat,

donde at,, es la diferencia media logaritmica de temperaturas. En
el caso de aparatos con flujos (o corrientes de fluido) en igual senti-
do, o bien, a contracorriente, se tiene:

Atuagor
Aty = (Atmayor — Atmenor) : 1N ——t.
Atienor

Corrientes paralelas A

Q] |

Almenor

e
Corrientes contrarias 4 @

En cambiadores que trabajan a contracorriente pueden encontrar-
S€ (Atmayor), O bien (Atmenor), €N Otros sitios del dispositivo.

Simbolos para las férmulas de O 12:

A
A,

Mg,

Superficie del cuerpo menor

Superficie del cuerpo mayor

Didmetro interior de tubo

Didmetro exterior de tubo

Altura de placa

Longitud de tubo

Constantes de radiacién de superficies que intercambian
calor por radiacién (sus valores pueden verse en Z 14)

5.67 X 10® W/(m*- K*), constante de radiacién del cuerpo
negro.

Numero de Prandtl, Pr = (7¢,)/x

|tw — to |. diferencia de temperaturas entre la pared y el li-
quido (o el gas), en la regién no afectada térmicamente
Temperatura del medio no alterado

Velocidad

Viscosidad dindmica a la temperatura media del liquido
Viscosidad dindmica a la temperatura de la pared
Conductividad térmica del fluido (los valores pueden verse
enZ5aZ10)

Coeficiente de dilatacion volumétrica (ver Z 11y o 77)
Factor de temperatura



o 76

o 77

o 78

o179

Térmica 0 12

Transmisién de calor (cont.)

CALCULO DEL COEFICIENTE DE CONVECCION TERMICA
En conveccién libre (segin GriguH)
Nu=055v/GrPr si 1700 < GrPr < 108

en una
placa a= Nu« Nu =0.13 \E/ GrPr si Gr Pr > 108
vertical H or = gBAtH?
=T v = viscosidad cinematica (n/p)
4
::'b:" ! Nu « Nu =041v/GrPr si Gr Pr < 10°
hori- = D Gr :gﬂAtD3
zontal v?

Los valores de los materiales deben referirse a la temperatura de
tw+ te
2
En el caso de los gases se cumple para el coeficiente de dilatacién:
Bgs = 1/T.

En conveccién forzada en tuberias (segun Hausen)
Nu x

T d
0.0668 ( Re Pr %)

referencia tiy =

B Mg, \* 14

laminar |Nu=[3.65+ d\s |\ )
14 0.045 (RePrT) “

Re < 2320 d vdp

si 10 > Re PrT > 1071, donde Re = —

n

Flujo

d\” T
turbulento | Nu = 0.116 (Re% — 125) Pr |1 4 (T) (T)

Re > 2320 [si 2320 < Re < 10% 0.6 < Pr < 500;

1<l/d< ®

Con excepcién de),, todos los valores de los materiales se refieren
a la temperatura media del liquido.

En gases no se emplea el factor (yq./7w)"'*

En la radiacién (coeficiente de transmisién por radiacién: T)

r=4"Ci:
Cio= 1

paralelas L B
Entre - T — Ty C, C, K,
Super-f envol- T LT, 1
- Ci 2 =
ficies ventes l_'_ﬁ (lvl)

Ci A:\C: K,

Las explicaciones de los simbolos de las férmulas se dan en O 11



Resistencia de materialesl P 1

Conceptos basicos

GENERALIDADES
Esfuerzo

El esfuerzo en un cuerpo con carga es el cociente de la fuerza
interna (de tensién, compresién o cortante) y el érea considerada
en el cuerpo.

o= 7 EU: N/m2; kgf/cm?, kgf/mm?
Diagrama esfuerzo-deformacion en el caso de acero dictil
op Limite de proporcionalidad
og Limite de elasticidad

or Esfuerzo de fluencia 1
ope Lim. de fluencia en tensién r

By
op. Lim. de fluencia en k| g I & s 1
compresion A l l l S
oy Resistencia Gltima © | i :
or Esfuerzo de ruptura —=E ¢

Diagrama para tensién
Esfuerzo permisible ¢ perm.

Debe ser inferior al limite de elasticidad. Se determina como sigue:
o

Operm. =

oy Resistencia Gltima del material
n Factor de seguridad que es siempre mayor que 1. Su magnitud
depende del tipo de carga
Clases de carga
Tipo de
Clase variacién Diagrama de variacién

| constante 5

n pulsante b eSS

m alternante Cl _|%Q

¢ Deformacion (por unidad)
8 Elongaci6n (a la ruptura)
A, Area transversal inicial (e=0)




Resistencia de materiales P 2

Tensién y compresion

Esfuerzos de tensién o de compresién o, o,

o ===

= Ot (perm.) F F

0. =

=

Te (perm.)

A
F
A

Médulo de elasticidad (axial) E

E =—
€

i

lo

Médulo de deformacién (axial) D
1 €
D=—=— F \1F
E o

Deformacién axial total a/ — f’ L .
al=(,Do ={ —/, Tensién Compresion

o

(ver también o 13 y o 14)

Y
|
\
I
I
|
[
|
|
I
|
[
|
H

Deformacién axial (por tensién o compresién)

al o
€ = I_" = a
Elongacién (a la ruptura) 8
a/- 100
R %:%100%:0«;100%

8sparal, =5d, 8, paral,=10d)

Elemento de compresién de esfuerzo
constante (incluyendo su propio peso)

A una distancia cualquiera x desde
su parte superior, el drea necesaria
A se obtiene como sigue:

F
A =———exp [pg/ e merm)]X
e (perm.)
Orpermy  Esfuerzo permisible de tensién (Ver valores en Z 18)

0o perm)  ESfu€rzo permisible de compresién  (Ver valores en Z 18)



Resistencia de materiales’

Flexién

Ps

M6dulo de seccibn (resistente) S

S =—
e

ACCION FLEXIONANTE

Esfuerzo por flexion o,

e
ap = T = O (perm.)

En caso de que e—= e, =

M
o =—

Momento flexionante maximo M

M=F/(

+
#

Momentos axiales de inercia de areas, médulos
de seccién y esfuerzos maximos por flexion

e., eje neutro = eje de simetria

Esfuerzo
Momento de Médulo de méximo por Forma de
area seccion flexion la seccién
[} S Oy (max.) transversal
b h* b he 6M E{
12 6 b h* b_o
wd Tt o 10M %
64 32 10 a*
4 14 [
Ty | TP d = OMD g o
64 32 D D* — d* \
5\/3 st 53 s* 24\/3M @
144 72 5s*
ma'b Ta*b am o
4 4 Ta*b
Teorema de Steiner o de los ejes paralelos Eie~ A A
neutro\_‘_\
Igg =1 + Aa* K
Iz Momento de inercia con respecto al eje BB 4 B: //B,

! Momento de inercia con respecto al eje

centroidal (neutro) paralelo al eje BB

(ver 111)

e Distancia de la fibra superficial al eje neutro



Resistencia de materiales
Vigas P 4

VIGAS DE SECCION TRANSVERSAL UNIFORME

A . Momento
eacciones | fiexionante | Deflexion
Fuerza Momento| maximo | maxima Tipo de carga
enA [ enB | enA Muix f
F — Fl F¢ f.li f
F F 1 Fe B
2 |z - i 48E/
Wif
[ —
§ 0 fe— b !
Fb Fa Fab F a* b* ) - o
7 7 ¢ 3EIl LA}
A B
n 5 3 3
—F | —=F | —=F¢ —Ft
16 | 16 16 16
1 1
w — —w/ — W/
2 2
I
wolw 1 swe |
w w _ —wie A I, p D~
2 2 8 BAEI 1, W 8
]
5 3 1 1 we
—Ww | —-w | —w¢ — W/ o
3 3 ) 8 185E 1
A W B

F Carga concentrada

W Carga uniformemente distribuida (W = w/)



Resistencia de materiales

Vigas

| Ps

Dimensién
maxima de
la seccion

VIGAS DE IGUAL RESISTENCIA

Ordenada
y

Deflexion
maxima
f

Forma de
la viga

’ 6F¢
h =¢f/—
b s perm)

' 6Fx
b T (perm.)

_ 6F/( 6Fx
- h20p perm,) hz‘f/(pum
’ 3wl ’ 3w
h =¢/——— XQ—
b(’/(permA) b¢ Tf (perm.)

b 3w¢ 3wx:

- hg”/(pcnn.) hzlai(pcnm) <

X

e l 3w/ ‘/ 3w/ (1 4x2) we

" N4b0s4um) | Y4007 gum) P 64E|
F Carga concentrada
w Carga uniformemente repartida (W = w/)

OF (perm.)

Esfuerzo permisible por flexion

(Ver Z 18)
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Resistencia de materiales

Cortante

'Ps

ACCION DE CORTE O CIZALLAMIENTO

Esfuerzo cortante

= Tporm.

A

Médulo de elasticidad
angular G

G=IL—-038E
Y

A

P

——

. Deformacién angular (4
Médulo de deformacién angular B (angulo de deslizamiento)
B = l = -Y— Y=Br
G T
Esfuerzo cortante altimo 7,
Fnix
T, =——=08 %0, s,
Esfuerzo cortante permisible Tpem.
constante 0r/1.5
Clase de carga
(ver P 1) pulsante Tperm, =< 0r/22
alternante 0r/3.0
Fuerza de corte F F
Guillotina o Herramienta de corte ‘
cizalla (punzonado, etc.)
w
F=177/(s l F=171ps ] ’
F

Esfuerzos cortantes en la practica

Los esfuerzos de corte se presentan siempre en combinacién con
los esfuerzos por flexién. En la férmula p 32, por lo tanto, siempre
aparece un coeficiente, de acuerdo con la forma de la seccién.
(Solamente en vigas muy cortas es posible despreciar los esfuer-

2os por flexién).
;.

Forma de la secci6n

transversal
4 F F
Esfuerzo cortante 7 3 i ‘ —_— ‘ 2—
2 A 3A A
Tem. ESfuerzo cortante permisible (Ver valores en Z 18)
F Fuerza de corte I mix Fu€rza maxima o de ruptura
14 Longitud de corte P Perimetro de corte
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Resistencia de materiales

Torsién

]P7

GENERALIDADES

Esfuerzo de torsién 7,

Fa

Tt = S_z = Ttperm)
Momento torsionante T
P P
T = -— = ———— T

) 2mn

Médulo de seccién en torsiéon S,

[}

S ==

Tt(méx)

a Distancia entre la fibra extrema y el centroide C

Angulo de torsién

T/
¢ ~1,G

Caracteristicas de elementos en torsién

Momento Médulo Esfuerzo
polar de polar cortante Forma y
inercia de seccién maximo dimensiones de
1, S Ty (méx) la seccion
at a3 T
rd il =51_ ¢ ©
32 16 o i
4 __ g4 T 1 (
To_ay | 2220 syl C. Y vq
32 16 D D* 18 {
2 ph L ’
enl —bh* en —_— 7
- 9 2bh* zqy !
9T 4
en2 —b*h en2
2b*h —i b e
Tabla de valores de § para secciones anulares
d
& = > 05 0.6 0.7 08 09 0.95
1
T 1.0667 1.1489 1.3159 1.6194 29136 5.3908
T,permy  ESfuerzo cortante permisible en torsién (Ver valores en Z 18)
P Potencia transmitida por rotacién
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Pandeo de columnas

Resistencia de materiales | P 8

Tipos de soportes
F

F

a2 . 7.
=y .=1¢ (,=07¢ (, =05/

Dimensionamiento preliminar
Primero se supone que para el caso de pandeo es aplicable la
férmula de Euler y se calcula el momento de inercia del area
transversal:

| = F{ng
- 7: E
Después se determina la forma de la seccién y las dimensiones
provisionales segun P 3.

%,
" . : : o, %,
Dimensionamiento final » [Lim. d;,o/s,\\
Relacién de esbeltez A:a\/'%_ fluencia

Esfuerzo por pandeo. Se obtiene el limite
de la siguiente tabla:
abajo de | |os limites se calcula [P 3

2;'2 entre_| o, o bien, g, por la [p 50| _|

arriba de| férmula p 51 it B A
Lims.de A
Férmula de Tetmaijer: 0, =a — b A + C A* = Ge(porm) N1 = -:f Ny
a | b | c Limites
Material ~_ N/mm? de A
Acero St 37 289 0.818 0 60 — 100
Acero St 52 589 3.818 0 60 — 100
Hierro fundido GG 14 776 12.000 0.054 5— 80
Madera (pino) 30 0.20 0 2—100
Madera (encino) 37 0.25 0 0—100
=~ El

Férmula de Euler: 0, =

=0 ng=—n
" (perm.) NE = E
AT A

F
En caso de que g, < —n, repetir el dimensionamiento final con
medidas mas grandes.

a, Esfuerzo efectivo por pandeo | F Carga efectiva
deperm)  ESfuerzo permisible de compresion (Ver valores en Z 18)
nr Factor de seguridad (intervalo de Tetmajer): 3—5
ng Factor de seguridad (intervalo de Euler)

para maquinas pequenas: 6—8

para maquinas grandes: 4—6
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Resistencia de materiales P 9

Esfuerzos combinados

COMBINACION DE ESFUERZOS NORMALES

Por el principio de superposicién, los esfuerzos normales axial y por
flexién se suman algebraicamente para obtener el esfuerzo resultan-
te. Los esfuerzos de tensién son positivos y los de compresién,
negativos.

Punto de Esfuerzo resultante Oy
esfuerzo Tensién y flexion Compresion y flexién
o i A '
g \ - F Q C F
’ % T L] & le=tr
\ Q' F, <’ F.
LN COL
Fe File F. File
A +7— 7 = Ot perm.) _-A—+ 1 = Oe(perm.)
F. Fite, F. Fite,
A, Z + - = Otgermy | — a2 = O (perm.)
F,=Fcosa F;=Fsena F.=Fcosa

Por desplazamiento del eje neutro, o sea, variando la seccién
transversal, pueden obtenerse en A, y A, esfuerzos de tensién o
de compresion de igual magnitud (es decir, con e, # e;). En el
caso de barras largas conviene revisar por pandeo.

Secci6n limite (nGcleo central) para esfuerzos de igual naturaleza

Si actGa una fuerza axial (tensién o compresién) dentro del area del
nacleo central (marcada con puntos), habra en toda la secci6n trans-
versal un esfuerzo de la misma clase (tensi6n o compresion). De
otra manera se producirdn simultdneamente esfuerzos por flexion,
esto es, de tensién y de compresion.

[ (SN, J—

- U
o




Resistencia de materiales P 10

Esfuerzos combinados

COMBINACION DE ESFUERZOS CORTANTES

Por el principio de superposicion, los esfuerzos tangenciales de corte
directo y por torsiébn se suman algebraicamente para obtener el
esfuerzo resultante.

Esfuerzo resultante T Distribucién
en el punto A en la seccién

51T 4 17F
o3 d2 =

Tt (perm.)

51TD 255F
Dt — d* D

= To(perm.)

45T 15F
v = Tt(perm.
b*h bh =

/

| F

Teperm) ESfuerzo cortante permisible (Ver Z 18)
T Esfuerzo cortante directo

T Esfuerzo cortante por torsién

T Momento torsionante

F Fuerza de corte directo
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Resistencia de materiales P 11

Esfuerzos combinados

COMBINACION DE ESFUERZOS NORMALES Y TANGENCIALES

Cuando se presentan simultaneamente esfuerzos normales y tangen-
ciales se determinan para los célculos

el esfuerzo equivalente a,

o el momento equivalente M.
El primero (llamado también esfuerzo ideal por flexién) es aquel es-
fuerzo flexional que produce el mismo efecto — por ejemplo, rup-
tura— que los dos esfuerzos aplicados, es decir, por flexién y torsion

combinadas. Para el momento equivalente es valido el mismo co-
mentario.

Ejes o arboles

Esfuerzo equivalente O = Of(perm,)

(perm.)

0. =VoF+ 3la, 7)*
Momento equivalente M. =/ Mgz + 0.75 (@, M)*

Para el dimensionamiento de elementos estructurales debe calcu-
larse primero el médulo resistente de la seccion:

S = M.
U (perm.)

Después de la seleccién de la seccién transversal se obtienen las
dimensiones seguin P 3.

a; Esfuerzo real por flexion

1, Esfuerzo real por torsion

M Momento flexionante real

T  Momento torsionante real

a, Relacién de esfuerzos, donde

a,== 1 encasos en que la torsion y la flexion correspondan al
mismo tipo de carga

a,==0.7 cuando la torsién es constante o pulsante y la flexion

es alternante.
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Resistencia de materiales P 12

Barras curvas

ESFUERZOS EN UNA BARRA EN HERRADURA

En esta barra curva, la seccion %
de méximo esfuerzo es la A, en

el caso de las cargas F indica- A
das; los momentos M son los
debidos a dichas cargas F. Los
esfuerzos en la superficie o, y
o, se calculan con las férmulas [
p 63 y p 64. Dependiendo de o, |
las direcciones los valores |
de F y M se consideraran po- |
sitivos 0 negativos.

/o oeutro
<oy T T

ot

——& 452
-
_F M Mr e,

(¢ (perm.)

IA

A Ar K r+e
F M Mr e,
A Ar K r—e.

IA

Ti(perm.)

Férmulas para calcular «:

e\ 1 fe\* e\ -¢ "
L -

3\r 5 \r 7 |

1 /ey 1 [e\* 5 (e\® *1? ’*]
=g (B 45 () e (F) + |
_ 2r b a—b .
K—(a+b)h [+ h (’+el)]

|n'+e‘—(a—b)§—1

r—e,

(Para la ubicacién del centroide C, ver la seccién K 7)

Valores calculados de

e

- 0.1 03 0.5 0.7 0.8 0.9 0.95
K 0.0033 | 0.0317 | 0.0986 | 0.239 | 0.373 | 0.636 | 0.928
« © |0.0025 | 0.0236 | 0.0718 | 0.167 | 0.250 | 0.393 | 0.524

M =F +/; Otem. Esfuerzo permisible de tensiéon (ver valores en Z 18)
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Resistencia de materiales P 13

Circulo de Mohr

CIRCULO DE MOHR PARA ESFUERZOS
7\

oy |
6.;0 | :
1
— cx 7~—| ‘
— — Oy ——-—y
Esfuerzos principales
Ox+0y (ogf—o,,)il
0,0, = =+ 7
1,02 2 2 +
Esfuerzo cortante maximo
0. —0,\*
e == [(FF2) e

Orientacién de los planos principales*
2+

a—0,

tan 2¢ =

Se debe tener siempre que 2¢ < 90°

Orientacion del plano del esfuerzo Tuax

27
cot2¢ =

o, —0,

Los esfuerzos cortantes son nulos en los planos principales (donde
se presentan los esfuerzos a; y as).

Los esfuerzos cortantes maximos se presentan en planos a 45° con
respecto a los planos principales.

*La solucién da dos angulos, uno para o, y otro para a,. Los esfuerzos
principales y los cortantes maximos se producen, respectivamente,
en planos perpendiculares entre si.
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Elementos de maquinas

Engranes cilindricos rectos

Q1

DIENTES CON PERFIL DE EVOLVENTE (O INVOLUTA)

Calculo por resistencia. Dimensiones basicas

Paso t

'[30wT ) 15pP
\/"ﬂpem)ﬂz - Tpiperm) BN

3 P
407 [——mMm8 (mm)
Triperm) BZ N

[P en cv; ufperm.) €N kgf/mm?; n en rpm]
Ancho axial b =gt
Dimensiones principales de un engranaje de dos elementos

d
Paso t =mr=——
z
t d
Médulo m=—=—
T z
Didm. de paso d =mz
Altura de diente h =2166m
Adendo a=m
Dedendo ha=1.166 m
Diam. de adendo d.=m(z+2)
7

Diam. de dedendo da=m(z — ?)

Dist. entre ejes a

Grueso de diente

Largo del cubo

(o mamelén) { =15d
Nimero de brazos i =0.166 Vmz
05t

Grueso de la corona

1+ 2,
m

s = 04875t Espacio entre dientes f = 0.5125¢t

) EAM
Didm. del eje (o arbol) d =
T (perm.)

Diam. ext. del cubo D =1.8d 4+ 20 mm

z Numero de dientes

Tuperm) ESfuerzo cortante permisible por torsion
B

Factor de disefo:

T Momento de rotacién

para dientes sin acabado,

(ver P 7)

(ver valores en Z 18)

2-25

para dientes con acabado, 25— 3

para dientes pulidos,

3—-5
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q 25

Elementos de maquinas Q 2

Engranes cilindricos rectos

ENGRANAJES DE EVOLVENTE DE DOS ELEMENTOS

Angulo de Procesado )
presion con sin
. - herramienta especial e interferencia
NGm. minimo a
de dientes 15° 20° 15° 20°
en un engrane 14 1" 20 13
en el par de engranes 38 27 50 30

Estudio por interferencia
Como los puntos de contacto
E, y E. quedan fuera de los
puntos de tangencia G, y G..
existe interferencia, la cual
puede evitarse con el uso de
dientes en V.

Relacién de contacto € c
—_— 27
P Distancia de accién _ E,E» -
~  Pasoreducido  tsen (90° —a)

Dientes en V segin Folmer

Se obtienen con herramientas normales para a=15°
Limites de los nimeros de dientes: z2;,=8y 2.=26

I Dimensiones de

Pinén, z, | Rueda, z,
Diam. circ. adendo da = (2, +3)m du» = (22 +18) m
Diam. circ. dedendo day = (2 —1.134) m | dy» = (2. — 2.334) m
Grueso de diente s, =189m ., = 1.57m
Dist. entre ejes a= (z, : Zz+ A)m
- 0.56
/" 0.54 [aA
— o 0.52
0.5
4o 60 8o 100 20 140 ¢ 0 de dientes emel

s Grueso de diente (ver figura en Q 1) engranaje (par de engranes)
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q 28
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q 35
q 36
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Elementos de maquinas Q 3

Engranes cénicos rectos

ENGRANAJE CONICO DE DOS ELEMENTOS

b ::/z v S E | S
N =7
‘ ;/ g ~z
s . F_ZJ\ S

Determinacién de los angulos de paso ¢, y ¢ \/‘,5,2

] Pifién 2z, | Rueda 22
Zy Zy
. + cosy - + cosy
¢290° cotdn:l——— cot¢2=2———
seny seny
2z, z,
y = 90° cotp, = — cotp, = —
zy Zy
Dimensiones de los dientes
m
El &ngulo de adendo y se obtiene de tany = Y
1.166 m
El 4ngulo de dedendo & se obtiene de tand = —a
zZm z,m

Longitud de cono - = —
9 2sen¢, 2send¢.

Dimensiones

medias exteriores
Como las férmu- bsen¢
Paso t. ={ las para t en t =tu — ™
Q1,q10
t bsen ¢
Médulo Mmy = — m=m, + ——
™ z
Ancho de diente | b, = Bt, b =pt
Diam. circ. paso | dw = d — bsen¢ d=m
Fuerza axial y radial
Fuerza axial F.,=Ftana-sen ¢
Fuerza radial F, = Ftana- cos ¢

27T
Fuerza sobre los flancos F = 7
m Z

a Angulo de presion (ver Q 2)
Los demas simbolos pueden verse en Q 1
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Elementos de maquinas Q 4

Engranaje de tornillo sin fin

SISTEMA DE SINFIN Y RUEDA
Relacién de transmisién

n oz Namero de dientes de la rueda

===

n.  z,  Namero de filetes del sinfin

Caélculo del sinfin (o0 gusano) por resistencia

P
Paso t =407 }|——
Of(perm) My Z)

[P en ¢V, g perm,) €N kgf/mm?, n, en rpm, t en mm]

J 30#T,
- Of(perm.) ¥ 21
15P

— 3
Ny Gfpermy ¥ 21
Arco en la rueda b=yt

Dimensiones del sinfin y la rueda

Sinfin (o gusano)
Médulo — m
Didm. de paso d =2xkm D ¢
Diam exterior d.=d+2m D.=m(z.42)
Didm. de fondo d,=d—233m D;=m(z, —2.33)
Longitud (=2m(\/Z:+ 1)
Fuerza axial F =2T./D, F" =Ftan (8 + ¢
Fuerza radial F, = Ftana,
tan tan (B — ¢’
Eficiencia = _fank ), = _M
tan (8 + ¢) tan g

Factor « para el caso mas favorable de conexién

Numero de filetes z, | 1] 2 | 3| 4|

Factor « | 34]42]48[53]

Condicién de autoafianzamiento tanpg = p’

%

Z,
Angulo de avance (se obtiene de tan g = 2—)
I3

Angulo de friccion deslizante  (tan ¢ =p)
Coef. de friccién deslizante (ver valores en Z 20)
' Coef. de friccién total (' ==<1.034 » = tan¢’)
Para hierro fundido, bronce fosforado, aluminio: 2.5
*7),, si el elemento impulsor es el sinfin
#7), si el elemento impulsor es la corona
Para los simbolos restantes de las férmulas ver Q 1

€RXTFS -
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Elementos de maquinas

Engranajes epiciclicos

Qs

TRENES DE ENGRANES PLANETARIOS CON DOS O MAS ELEMENTOS

RELACIONES DE VELOCIDADES

n, = (a es fijo)
ns=1
1 a
ny = —
» +b
b s a
b
n.=20 (a es fijo)
n,=1
1 a
nNp=1——
’ b
S a
n.=0 (a es fijo) S
n,=1
a
n,,=1—;
n 1 2
=1+ a b c
N, = (a es fijo) d s
ng, =
ne=ng=1+4—
ad
TS a b
ne=20 (a es fijo) b
n,=1
a
ng=1 —_ S
¢ +d
1 a
ny = —f—; a q
ng= (d es fijo) na =0 (d es fijo)
n, = n,=1
. a(b—d)
n, = _ ny ——
+ ""b\atd

a
a+d

n, =
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Elementos de maquinas Q 6

Calculo de pasadores y tornillos

UNION DE CUNA TRANSVERSAL

Margen de seguridad para la fuerza F

£
Debido al esforzamiento adicional en
la cuia cuando se aprieta en su alo- b=y '
jamiento, en las férmulas se ha con- < Z
siderado un aumento de 25%. a N -—r
=T
Célculo por aplastamiento o presién p ﬁ R N
‘ ~_d -
Presiébn de contacto entre =D -
T
Barra de traccién y
cuna Ojo de paso y cuia I3
125F < ” 125F <
= = Oy perm. = ———— = Ouperm.
bd — (p ) b(D — d) (p )

Célculo por flexién

0.625 F(D + d
h =087 —-—-(—+)
b afperm.

hy=h,=(05a0.75)h

Célculo por cortante
15F

= Tperm.

5

bh —

Fuerza F, para introducir la cuha
(Para el célculo vea K 8)

UNION POR TORNILLOS

Didmetro del nicleo de la barra roscada, d,

después del apriete durante el apriete
4F 4F
d = f—— = /——
T Ot (perm.) m(0.75) Ot (perm.)
F Fuerza de traccién o carga a transmitir

Gaperm)s Te(perm.), T(perm) ESfuerzos permisibles (ver Z 18)
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q 95

Resortes

Elementos de maquinas ‘ Q .

RESORTE O MUELLE DE HOJA RECTA
Sin carga y deflexién iniciales (carqa F)

r—— (]
2/20 f(perm.)
= -C)

Deflexion max. perm. fray = —————
P 3hE Lt
b h2rpperm,) =
Carga max. perm. Fingx = ———— ?
g p rY;
) arF =
Deflexion f

“bmE

Con carga y deflexién iniciales (F,, f,)

Para fuax, Fmax Y f son validas las mismas = [ 4—1.1

férmulas que antes. Ademas, ’F ~
F ==="_21
Deflexion f=H+t=1 = Fy =
- 1
Deflexién inicial et Fi
(levantamiento) 1= 2,: _F,
Muelle de hojas rectas apiladas
{2 O ¢ (perm. _—— | ]
Deflexiébn max. perm. Frndx = S werm) ,
hE
N b h? Gy perm.
Carga max. perm. Frix= 22T Tem)
67
Deflexi6 f 6CF e
eflexion =— 7
bh*NE

Para la forma teérica de una hoja ver p 20y p 28

Resorte helicoidal de torsién
(El &ngulo de torsién a se debe expresar en grados)

(57.3) ¢ Sy ofperm.)

Torsiébn méx. perm. Qmax =
1E
Sj Opperm.
Carga méax. perm. Finix = f—;("—}—
' (57.3)Fa¢
Torsion (desplaz. angular) a :—-—I-E——
. al E
Longitud de una espira { =
(57.3) Fa

Ver en Q 8 la explicacién de los simbolos



Elementos de maquinas Q 8

Resortes

RESORTE ESPIRAL (ANGULO o« EN GRADOS)
_ 1M4.6/0rperm)

g i

Desplazam. ang. perm. max =
P gp @ hE
E ) b h‘.'
q 100 | Mom. de torsién perm. Tax = Ta/(pem..;
%1 Despl lar 687.6 7/
azam. angula =
q Sl p g a E b h?
%2 Momento de torsi6 T aEbh
omento de torsion = —
a 687.6¢
T
q 103 Empotramiento en H F, =—
le
T
q 104 | Articulacién en H F. =5 <
e
) ) ) (r&—rd)m
q 105 | Distancia entre espiras a =—F

{

q 106 Numero de espiras = -
longitud media de espira

Resorte de impulso

En general, se supone conocido el diametro interior D, de la caja
del resorte y se corrige después segun los resultados de los célculos.

D,
Didmetro del nacleo dp == ;’
D,
q 108 Grueso del resorte h & =—
100
(redondear h a valores normalizados)
. D,+d
q 109 Longitud del elemento ¢ =Nm
q 110 Namero de vueltas Nmax = No — N,
Estado del Numero de
resorte espiras Momento de la fuerza*®
D,—d Ebh
Suelto Ny = — min == -
2h 6/
Esforzado | Ny =21 Tose = 2™ Ny — Ny 4 3)
orzado = i 2= e (Ng —
2 2h Y 2 1+

*Descontar de 10% a 30% por friccién

F Empuje de trabajo
T Momento de la fuerza
S; M6dulo de seccion

Orperm)  ESfuerzo permisible por flexién
(ver Z 19)
E Mébdulo de elasticidad (ver Z 19)
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Elementos de maquinas Q 9

Resortes

RESORTES HELICOIDALES DE TENSION O COMPRESION
Sin deformacién inicial
Relacién entre diametros D, =D —d=6d

) /F8D. D -
Calibre del alambre d — i
T Tt(perm.)
4
Numero de vueltas N = —’ d'G - i
8D, F I l“‘_.l
0 T porm | F
Carga méaxima permisible  Fog — oo L2 E
8D
. . 8ND,*F 7N D?Tiperm.)
Cambio de longitud f = =
d*G dG

Con deformacion inicial

Emplear las mismas férmulas anteriores. Ademéas

Cambio de longitud f =fh+fH+f
F Fo
=ht—/ _ < i
— M b
Fi LR et
Predeformacion fi =f -
F— F\ L.uJ
. f—(fi+12) F
Fuerza de predeformacién F, = F——'-— For By F

Resorte de barra de torsién

5§7.3( S, erm.
Torsi6n méx. permisible Gy, = —— P

1,G
Momento méx. permisible  Twix = SpTe(perm.)
57.3T/¢
Torsién (4ngulo en grados) a =
1,G
al, G
Momento torsi T =—— i
ento torsionante 5737 4
fo Deformacién total inicial producida al enrollar el resorte
I, Momento polar de inercia del &rea transversal A
S, M6dulo polar de seccién del area transversal A

Tupeemy ESfu€rzo cortante perm. por torsién (Ver valores en Z 19)
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Elementos de maquinas Q 10

Ejes de transmision

EJES, ARBOLES O FLECHAS
Segun el tipo de carga los ejes se calculan considerando:

Esfuerzo permisible del material
51T
df!
En torsién y flexién combinadas: Ver P 7y P11

En torsion simple: Te= Tt (perm.)

Cambio de forma por flexién

Se presenta por efecto de la tensién en bandas de transmisién,
por presién de dientes de engranes y por accién electromagnética
en maquinas eléctricas. Si la variacién de forma es fuerte se
presenta trabamiento en los cojinetes o chumaceras y una dis-
minucién irregular (unilateral) del entrehierro en maquinas eléc-
tricas. El célculo por flexién se verifica segin P 4.

Cambio de forma por torsién

Para obtener una marcha uniforme, sobre todo en el caso de
ciglienales, el angulo de torsiébn ¢ con carga no debe ser dema-

siado grande. 7
A ” od
= en radianes,
¢ Gl : )

Velocidad angular (frecuencia) critica n, para vibraciones torsionales

Se presenta en ejes de gran longitud, grandes distancias entre
apoyos y altas velocidades de rotacién (rpm).

La frecuencia critica n; se calcula segin M 6
Velocidad angular de trabajo n == kn, (k =0.80 a 0.90)

Velocidad angular critica n’; para vibraciones flexionales

Carga . JEIl
simétrica i’ = 6550 Fp oM
El{
Carga no '—1637 ) ——
simétrica e &3 F a2 b? pm

i
J—:—,

i

d Diametro del eje (mm)

¢ Longitud del eje (mm)

I Momento de inercia del 4rea (transversal) (mm*) (ver P 3)
I, Momento polar de inercia del area (mm¢*) (ver P 7)
E Mbdulo de elasticidad axial (kgf/mm?) (ver 218y Z 19)
G Mébdulo de elasticidad angular (kgf/mms2) (ver Z 19)
F

Carga flexionante (kgf)



Guias-Acoplamientos

Elementos de méquinas\ Q 11

GUIA

En el caso de uno de estos elementos se tiene

14 X e | — e h =
131 tana < ——, o bien
q @h+H)p /////i
la relacion de longitudes F coso
_1= 2utana T ; i
h 1—ptana FE. &
W

Si no se tienen las condiciones anteriores para tana, se presentaré
trabamiento o efecto de abrazadera.

ACOPLAMIENTOS DE FRICCION
Cople simple de discos
nF D*—a? F

133 Tp =—
q ! 3 D—g*

="

f
q 134 = uFr —Fbef
VY

q 135 r =

; _BEN D' g IILF_—TT
q 136 nE T g Fodlll = q
q 137 =puFrN ||A_ ;

Cople cénico
wFr

q 138 Tfn =
sena

Para que no haya agarre excesivo

se debe tener

tana=pu

T,. Momento de friccién i Coef. de friccién (ver Z 20)
r Radio medio N  Nam. de zonas de contacto
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Elementos de maquinas

Recipientes de presién

Q12

TAMBOR CILINDRICO

Espesor de pared en el caso de junta:

Dimensiones del remachado (d = didm. remache)

DN
Soldada  s=—P2N sh.
0‘3o't4perm4}
t—d
d =50smm — 4mm v = n
t =3d+4+5mm
e =08t e, =06t 4

Esfuerzos de tensién en: fe——0D

DN 15d
Remachada s a_-—ﬁ—-— +1mm gl2g

V Ot (perm.

Junta circunferencial l Junta longitudinal
nD*p Dpt
o= — g = —
4s(wD — nd) 2(t — d)s

Tt(perm.)

Revisién de la placa (o lamina): (t — d)s T =05Dpt

Revision de las remachaduras por

™
2—d*r,
cortante 4
simple T
3 " a’T,
=05Dpt
—d?’T,
cortante
doble
3 % ar,

Valores permisibles de 7, en N/mm* (C. Bach)

Remachadura Cortante simple Cortante doble
1 fila 60 — 70 100 — 120
2 filas 55 — 65 95— 115
3 filas 50 — 60 90— 110
n Numero de agujeros en una linea circunferencial
N Factor de seguridad dependiente de la temperatura:
N ==2 para una temperatura de pared t — 250°C
N =15 para una temperatura de pared t — 250°C
P Presién interna (manométrica) del recipiente

Tipermy) ESfuerzo permisible de tension
v

Coeficiente de debilitamiento == 0.8

(Ver valores en Z 18)



q 153

q 154

q 157

q 159

Elementos de méquinasl Q 13

Anillo de contraccién

ANILLO (O ZUNCHO) DE CONTRACCION Fe(R)

En el caso de un elemento de esta clase |'
que debe mantener fija una parte de una o
maquina rotatoria, por ejemplo, un volan- r
te o el devanado de un motor,la fuerza de
contraccion F. deberéa ser al menos el do-
ble de la fuerza centrifuga F.’: - S e ’%("E')

F. Z2F/

Fuerza centrifuga, F.’

F'=mr,o? =4nw*mr,n* (n en rps)
2R
ri ———
m™
G
m ——
g

Area transversal del anillo, A

F.
A —

2 Ta(perm.)

Grado de contraccién a

Es el grado en que debe ser menor el diametro interior del anillo,
que el didmetro exterior del elemento a fijar.

A= T:_- D o¢(perm.)
Ancho s de un anillo delgado

Doy
perm.)
5 e——

- 20¢ (perm.)
R Radio medio
D Didmetro medio
G Peso de medio anillo

g.perm)  ESfuerzo permisible de aplastamiento (Ver valores en Z 18)
O,perm.,) ESfuerzo permisible de tensién (Ver valores en Z 18)



Maquinas-herramienta R1

Escalonamiento de velocidades

DIAGRAMA PARA LAS VELOCIDADES DE ROTACION

Construccion del diagrama en
“diente de sierra”. Para cada
velocidad de giro n dada (en
rpm) se traza la grafica de
la velocidad periférica v
de la herramienta o de la pie-
za trabajada, en funcién del
diametro d, segln la relaciéon

v==nd
Lo anterior da un haz de rec-
tas que parten del origen. Se
traza luego una recta hori-
zontal L correspondiente a
una v determinada. De sus

h4 h: nz

<

—-{Av-—

[———

puntos de interseccién con las lineas de velocidad se trazan seg-
mentos verticales hasta cada una de éstas. Cuanto més uniforme
sea su longitud tanto mejor seré el escalonamiento de velocidades.

Escalonamiento.

Los mejores intervalos de velocidad de giro (revoluciones) se ob-
tienen cuando, como se ve en la figura, todas las longitudes av
son iguales. La anterior condicién se satisface con una serie geo-

métrica de valores de velocidad:
Ny = Ny pk?

Cada velocidad se calcula como sigue

ny =n, $3

n, =n;p n3 = nyPp?
Ny
log —
. n
Numero de pasos k=14
log ¢
k-1 e
Factor de la serie ¢ =\ /—
n

Valores estandares de ¢ :

etc.

1.06 — 1.12 — 1.26
1.41 — 1.58 — 2.00

n, Velocidad minima (rpm)
n;. Velocidad méxima (rpm)
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Maquinas-herramienta

Escalonamiento de velocidades

R2

CALCULO DE ESCALONAMIENTOS

Poleas escalonadas

Para emplear una misma banda de transmision, los didmetros de
los pasos o escalones deben ser los mismos, pero en orden inverso,
en las poleas impulsora e impulsada.
Hay que elegir primero el didmetro mayor d,. En el caso de tornos,
su valor lo determina el volteo o altura de puntos.

A | aa = v -
d1:d2=\/¢_l::1 |4 d2:d3=\/$ 1
A gy VP
& 2V 1 dy d,
dy G.*\. dy:ds= P2 :1 a, o
di:d;= ¢ :1 dy:dy= ¢ :1
d,+d; 44 d, + ds
T h=—m
dz_‘ d4=# ds dy o

Poleas escalonadas con impulsién de engranes

(i = relacién de transmisién)

Para engranajes se emplea la férmula

1

Twaex =Fp—.

2
Z; Z
P i 2B
Zy 2y
ZyZ

i = kB =

2325
Z, 2
h=gpn=""
2,25

z, = z, (valores seleccionados)

2 2,

d;

Zs

F, Tension max. en la banda l Tnix. Mom. méx. de rotacién
k Namero de pasos (ver R 1) ¢  Factor de la serie
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Maquinas-herramienta Rs

Férmulas diversas

Impulsién de una maquina-herramienta

Potencia del motor

Diametro del eje o arbol

Momento de rotacién en
el eje de trabajo

3/8aT

Tt(perm.)

D
T =F—
2

Fuerza de corte (presién de viruta) F

En tornos

En fresadoras

=AK
btfk
v

Carga sobre el arbol de fresado F =14F

Resistencia especifica del acero, K

Resistencia a la
tensién g, en N/mm?

K =aor

‘400|500|600|700|800|900|1000

a

Transmisién por banda
Tensién en la banda

Velocidad de la banda

Relacién para el ancho B
de una banda (N/mm)

Anchura B en mm

|25 26272829 ]30] 32

2T P
Fu, = — = —

d vy
vy =d,\n

Fy’ = B a3 (por unidad de grueso)

50 | 60 | 70 | 80 | 100 | 120 | 150

Esfuerzo permisible
de tensién o, en N/mm?

10112 (12 | 13 |15 |15 |16

Ver en R 4 la explicacién de los simbolos.



Maquinas-herramienta R
Potencias necesarias 4
CALCULO APROXIMADO DE LA POTENCIA

Potencia aproximada en kW

Tipo de maquina (1 KW = 1.34 hp = 1.36 cv)

r 30 ligero 0.015 X Volteo (altura de puntos) (mm)

r 31 | Torno mediano 0.030 x Volteo (mm)

r 32 pesado 0.045 X Volteo (mm)

r 33 | Torno ligero 0.080 X Alimentacién de material (mm)

r 34 | revéiver pesado 0.120 X Alimentacién de material (mm)

r 35 un husillo Igual que en el torno revélver (de torreta)

Torno

. . Igual que en el torno revélver, mul-
r 36 | automatico | varios husillos | " tiplicando por el nam. de husillos

de trabajo.
r 37 normal 0.080 x Diametro de barreno (mm)
Taladro
r 38 alta potencia |0.150 x Diametro de barreno (mm)
r 39 ligera 0.001 X Area de mesa (cm?)
Fresadora
r 40 pesada 0.002 x Area de mesa (cm?)
r 41 | Cepillo de codo 0.010 x Carrera maxima (mm)
r 42 | Cepilladora (de mesa) 0.006 x Anchura de corte (mm)
r 43 | Rectificadora redonda 0.018 x Diametro de disco (mm)
r 44 | Rectificadora plana 0.012 x Diametro de disco (mm)
Simbolos de R 3:
A Area transversal de viruta
b Anchura de fresa
f Avance o alimentacién
d, Didmetro de polea principal
D Didmetro del material en tornos
Didmetro del cortador en fresadoras
oy Esfuerzo max. permisible en bandas
t Profundidad del corte
v Velocidad de corte
n Eficiencia mecéanica entre el motor y el husillo de trabajo

Tuperm) ESfuerzo cortante permisible por torsién
n Velocidad de giro (rps o rpm)




Electrotecnia S 1

Conceptos generales

MAGNITUDES PRINCIPALES Y SUS UNIDADES

Empleo de mayulsculas y mindsculas en simbolos
En electrotecnia se emplean letras mayusculas para designar can-
tidades constantes, y las correspondientes letras minasculas —o
las mayusculas con el subindice t— para designar cantidades que
varian en el tiempo.

Ejemplos: Férmulass 8,89,s 13
Excepciones: f, o, ln, Un, Preto. €1C.

Trabajo eléctrico W
El trabajo eléctrico equivale al trabajo mecénico definido en M 1.
Al transformar energia, sin embargo, se presentan pérdidas.

Unidades: W -s (watt-segundo), kW +h, MW+ h
1W-s=1joule(J)=1N-m

Con las definiciones dadas en S 1y S 2 se cumple que
U2
W=IUt=—t=I*Rt
R

Potencia eléctrica P
La potencia eléctrica equivale a la potencia mecéanica definida en
M 1. Sin embargo, al transformar potencia se presentan pérdidas.
Unidades: W (watt), kW, MW
1wW=1 -J— =1 N_m
s s

Con las definiciones dadas en S 1y S 2 se cumple que

P=—=FR
R

Frecuencia f Ver L1
Periodo T VerL 1
Frecuencia angular o Ver L 1

Intensidad de corriente eléctrica /
Es una cantidad fundamental. Ver Explicaciones generales
Unidades: A (ampere), mA, kA
La intensidad de corriente de 1 A se define en funcién de la
fuerza de atraccion entre dos conductores paralelos por los que
circula corriente en uno y otro sentidos.



Electrotecnia S 2

Conceptos generales

Densidad de corriente eléctrica J

)
J = —
A
Esta férmula es valida solamente si la corriente / esta distribuida
uniformemente en el area A.
Unidades: A/m?, A/mm?

Tension eléctrica U (o bien V)
P
U=—
)

Unidades: V (volt), mV, kV
1 V es igual a la diferencia de potencial o tensién entre dos
puntos de un circuito donde una corriente (directa o continua)
de 1 A desarrolla una potencia de 1 W.
w J N-m
1IV= 1 — =1—=1A- 0 =1
A s*A s-A

Resistencia eléctrica R
v
R = T (ley de Ohm)

Unidades: @ (ohm), k2, M@

1 2 es la resistencia eléctrica de un conductor por el que pasa
una corriente de 1 A cuando se le aplica una tensioén de 1 V.
v w J N-m
1=1T—=1T—-=1—=1—
A A? s A? s A?
Conductancia eléctrica G
La conductancia eléctrica es el reciproco de la resistencia:

1
G=—
R

Unidades: 1 S (siemens) (anteriormente, mho)
Carga eléctrica Q

q:fidt (ver s 1)
Si la corriente es constante i es igual a /, y entonces:
Q=1It

Q es también proporcional al nimero de electrones que posee un
cuerpo en exceso a los que le corresponden en estado neutro.
Unidades: C (coulomb), mC,,C, pC; A - h

IC=1A's 1A-h = 36KC



s N

Electrotecnia S 3

Conceptos generales

Capacitancia eléctrica C
La capacitancia (o capacidad) eléctrica C de un condensador o
capacitor es la relacién de su carga Q a la diferencia de potencial
U entre sus placas.

C =

<o

Unidades: F (farad), uF, nF, pF
1 F es la capacitancia de un condensador que adquiere una
carga de 1 C al aplicarle una diferencia de potencial de 1 V.

c A-s AZ-g A2 g? AZ- g2
1TF=1—=1——=1 =1 =1
\" Vv w J N-m

Flujo magnético ¢
1
o :I—V- fedt (ver s 1)

donde N es el nimero de vueltas o espiras de una bobina y e la
tensién autoinducida (fuerza electromotriz) que se produce, si
varia en el tiempo el flujo ¢ concatenado por la bobina.

Unidades: Wb (weber) = V - s = 108 Mx (maxwell)

1 Wb es el flujo magnético que al disminuir uniformemente a cero
en 1 s induce en la bobina de una espira que lo concatena una
tensién de 1 V.

Densidad de flujo magnético (o induccién magnética) B
Para una densidad de flujo B en una 4rea A se tiene:

g =2

A

donde A es el 4rea atravesada perpendicularmente por el flujo
uniforme &

Unidades: T (tesla), uT, nT, V':s/m? Gs (gauss)

Vs V-s
1T=1—=10—4—=10‘Gs=10“ﬂ
m? cm? cm?
1T es la densidad de flujo producida por un flujo uniforme de
1Wb al atravesar perpendicularmente una superficie de 1 mz.
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Electrotecnia S 4

Conceptos generales

(Auto) Inductancia electromagnética L

L :NE;‘:N‘& (ver s 1)
i
donde / es la corriente que pasa por un inductor o bobina de N
vueltas concatenada con un flujo magnético P.
Unidades: H (henry), mH
1 H es la (auto)inductancia de una bobina de una espira en el
vacio, por la que al pasar una corriente de 1 A produce un flujo
concatenado de 1 Wb.

Wb V-s
TH=1—=1—
A A
Intensidad de campo magnético H
B
Mo por
Unidades: A/m. A/cm, A/mm (anteriormente ampere-vuelta/metro, etc.).

H=

Fuerza magnetomotriz &
F=NI
Unidades: A, kA, mA (anteriormente ampere-vuelta, etc.).

Tensiébn magnética %/
En el i-ésimo tramo de un circuito magnético:
Ui =H;
donde/; es el recorrido del flujo magnético en dicho tramo.
n
2%,»: F (ley de la fuerza magnetomotriz)
i=1
Reluctancia magnética %
En un circuito magnético uniforme:

9 :f (ley de Ohm para el circuito magnético)
D

Unidades: 1/H = A/V +s

Permeancia magnética &
En un circuito magnético uniforme:

) 1 P
P= 7T

Unidades: H =V - s/a

Ver el significado de los simbolos de las férmulas en S 16.



Electrotecnia
Circuitos eléctricos s 5

LEYES BASICAS DE LOS CIRCUITOS ELECTRICOS
Marcas de polaridad y flechas de sentido

Polaridad de terminales y sentido positivo de la corriente en

s 20 Fuente: — — +
s 21 Carga: + — —

Polaridad de tensién y sentido positivo de caida de potencial
s 22 + — —

Polaridad de tension y sentido de corriente
Si el célculo da un resultado con valor

Caracteris- N .
ticas de una | Polaridad positivo | negativo
fuente de de tension entonces las marcas de pola-
energia o y sentido ridad de la tensién y el senti-
una carga de corriente do de la corriente son

indicar (como

s 23 conocidas  |qe sehals antes)

s 24 desconocidas suponer correctos los contrarios

Recomendacién adicional:
En el caso de una caida de potencial en un resistor hay que
senalar igual sentido para la corriente y la tensién (R > 0).
Ley de Ohm
Corriente en un resistor

U
s25 I'=— (ver también s 6) RI_
@ Resistencia de un conductor 1, R
A _—
s 26 P Q s
A YA
@ Resistencia de un conductor a una temperatura 6
s 27 R =Ry [1 + a (6 — 20°C)]
Calentamiento eléctrico de una masa m
s 28 Ulty=cmab
@ Coeficiente de temperatura de la resistencia (ver Z 1)
Y Conductividad eléctrica (ver Z 1)
[ Resistividad eléctrica (ver Z 1)
c Capacidad térmica o calor especifico (vero9yZ5)
t Tiempo

Ry Resistencia a § = 20°C
a6 Incremento de temperatura 7 Eficiencia




Electrotecnia S 6

Circuitos eléctricos

1a. Ley de Kirchhoff (regla de las corrientes)* I
En un nodo de una red, la suma algebrai-
ca de todas las corrientes es nula.

s 29 /=0
. " I-Ij-I-1I,=0
corrientes que llegan son positivas I3

donde las

corrientes que salen son negativas

Relaciones entre corrientes (conexién en paralelo)
En una conexién en paralelo de resis-

tores, la corriente total y las corrientes R 4
de las ramas guardan entre sfla misma
relacion que el reciproco de la resis- Ry I I
tencia equivalente y los reciprocos de 2 .
las resistencias conectadas.
Ry I,
3 Lot bl 11 1 1
s 30 hibhih=m=— i — i — 1 —
' ""R 'R, R. R,
Divisién de la corriente I R
En dos resistores conectados en pa- 'r
ralelo: R ,_L
I 2
G R. 2
s 31 h=I L= &

_— =
G+ G: R, +R.

2a. Ley de Kirchhoff (regla de las tensiones) *
En un circuito cerrado o malla de una
red, la suma algebraica de todas las ten-
siones es nula.

s 32 SU=0

donde las tensiones cuyo sentido corres-
ponde al sentido de recorrido son positi-
vas, y las de sentido contrario son nega-
tivas. U +Up-Up +U3 +U, ~Ug, = O

Relaciones entre tensiones (conexién en serie) Uy U U
En una conexién en serie de resistores, R 1' R 1' R 1'
las caidas de tension en las resisten- ! z 2
cias guardan entre si la misma relacién
que las resistencias conectadas.

s 33 Uy :U.:Us;=R,:R::Ry

Divisién de la tensién
En dos resistores conectados en serie:

G. R
s34 | Uy=U—2 —Uu—" R, R,
G, + G. R+ R. U e
*Ver otras observaciones en la pagina S 8




s 35

s 36

s 37

s 38

Conexiones de resistores

Electrotecnia ] S .

Conexién en serie*

Resistencia equivalente R, (ver también s 33)

En general, R, R, R
R, =Ri+R:+Rs+ ... —{|—H H F--—
Con n resistencias iguales R se tiene ‘
R.=nR —
Rs

Conexién en paralelo™*

Resistencia equivalente R, (ver también s 30)

En general,
111
R, R +R2+R;,+"'

G,=Gi+G:+Gs+...

con 2 | con 3 con n resisten-
resistenciag diferentes cias iguales R
R\ R, R R:Rs R
R,= ——— p = ——————————————— R,=—
R, + R. RiR:+ R:Rs + R Ry n
1 1 1
T G, +G; T Gi+G:4Gs " nG

Conexién en serie-paralelo®

Una conexién mixta en serie-paralelo de resistencias conocidas se
descompone de dentro hacia afuera en conexiones simples en para-
lelo y en serie. Estas se transforman individualmente y se vuelven a
componer después. Por ejemplo:

| = R:+ Rs U_GI(G2+G.1)U T
T RiR:+RiRs+RR  Gi+G:+Gs R
Iy = R U= G, Gs v |u {z‘ ]3
RiR:+ Ri Ry + R:Rs G, + G2+ Gs R, Ry
R: Ry G,

Uy = =
>~ R R+ R Rs + R:Rs G, + G2+ Gs

*Ver la observaci6n en la pagina S 8
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Conexiones de resistores

Electrotecnia S 8

TRANSFORMACION DE CONEXIONES

Estrella (Y) a delta (a) y viceversa*

Riz
! o N 2 ! 2
R1O RZO
Ris Ras
RJO
3 3
Rio* R20 + Rio* Rso + Rao* Ro Riz*Ris
Ry = Ry=——"-"—
Rso Rus + Ri2 + Ry
Riy* Rao + Rio* R0 + Rao* Rao Ruy - Ry
Ry = Ry =
R Rai 4+ Riz+ Rys
Rio* Rao + Rio * Riu + Ruv* Ryo Rus Ry
R:a = R:su =
Rio Roy + Riz + Rus

Divisor de tensién (potenciémetro)

Este dispositivo permite subdividir una tensién dada.

o—— Divisor de
R:R. tensién

U=—-—-—"-—"—U
RiR:+ RiR.+ R:R.

R
Si en aplicaciones de metrologia es u f
necesario tener una proporcionalidad Uls R,
aproximada entre U. y s entonces: ¢ L R.

R.= 10 (R + R) Carga

s Desplazamiento desde 0 del contacto deslizante (cursor)

*Nota: En todas las férmulas de las paginas S6 a S9 puede sustituir-
se la resistencia R por la impedancia Z, y la conductancia G
por la admitancia Y.
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Electrotecnia l S 9

Conexiones de resistores

APLICACIONES EN METROLOGIA*

Ampliacién del intervalo de medicién de un voltimetro

emlg)

M

U Valor deseado Intervalo final
U, Valor disponible § de medicién
Ry Resistencia interna del instrumento Unm

Ampliacién del intervalo de medicién de un amperimetro

A=R Iu I IM—QRM
W/_’w U

| Valor deseado Intervalo final -
Iy Valor disponible { de medicién R,

Puente de Wheatstone para medir una resistencia R..
Se emplea para determinar una resistencia entre 0.1 y 10° Q. La
resistencia calibrada para el contacto deslizante tiene una escala
con los valores a/(/{ — a). ?

Se mueve el contacto hasta Rx R
que sea cero la corriente del )
puente /,.. Entonces IP *
R. __2 Resistencia
R /(—a ajustable
de donde
a a
R. =R ——
{—a {

Puente de Wheatstone como comparador de un valor medido

Se emplea el puente para evaluar diferencias de potencial repre-
sentativas en gran nimero de lnstrumentos de medicién.

R, Resistencia que varia 7] +
segun la cantidad x por
medir (por ejemplo, tem- Ri= Ry#aR Ry
peratura, desplazamien- 1 I

to, 4ngulo de giro, etc).
R, Valor base de R,
Aproximadamente se cum- UMl
o

ple que 3}
Uy =AR=x

Ry Ry

Iy=0

*Ver la nota en la pagina S 8



Electrotecnia ‘ S 10

Campo eléctrico

Capacitancia C de un capacitor

€, €6 A

a

Carga eléctrica Q (ver s 8)

Energia almacenada en un campo

eléctrico E,
1 -’.. (o
s 55 E,=—CU* 4'
2 q
u
Conexién en paralelo de capacitores “ Cy
La capacitancia total o equivalente
aumenta a “Cz
s 56 C =C+C.+Cy {|C3

Conexion en serie de capacitores

La capacitancia equivalente dismi-
nuye a

Il
. 111 i

c-atate

Capacitancia de dos conductores
cilindricos coaxiales

C =2me, €, -—
r:
In—
N
e, Coeficiente dieléctrico (ver Z 2)
€, Permisividad dieléctrica del
s 59 vacio (o aire) (€,—=885x%x 10-12A+s/V-m)

A Area de una placa (una cara)
a Espesor del aislamiento

r, Radio del cilindro interno

r. Radio del cilindro externo

{ Longitud de los cilindros
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Electrotecnia S 11

Relaciones electromagnéticas y mecanicas

REGLAS

Movimiento de una aguja magnetizada
El polo norte (N) de la aguija es atraido por un polo magnético sur
(S) y repelido por un polo magnético norte (N). Con el polo
sur sucedera lo contrario.

Conductores y bobinas fijos

Campo alrededor de un conductor recto con
corriente
Si se supone que un tirabuzén en el eje del
conductor avanza en el sentido de la corriente,
su movimiento de giro indicara el sentido de
las lineas de flujo circulares concéntricas.

Campo en el interior de una espira o bobina con

corriente
Si se considera que un tirabuzén esta coloca- ~
do perpendicularmente al plano de una espira -~
o en el eje de una bobina, y su giro de avance = 1
corresponde al sentido de la corriente, su des- — ,'
plazamiento daré la direccién del campo mag- T\
nético. En el lado o extremo de salida del flujo N S

estara un polo N, y en el opuesto un polo S.
Conductores y bobinas movibles

Conductores paralelos
Dos conductores paralelos que conducen co- ~
rrientes constantes en el mismo sentido, se
atraen, y en sentido contrario, se repelen.

Bobinas alineadas
Si por dos bobinas colocadas de frente pasan E
corrientes en el mismo sentido, las bobinas
se atraen; si las corrientes tienen sentidos
contrarios, las bobinas se repelen.

Maquinas

Reglas de los tres dedos perpendiculares: N
De la mano derecha (para generadores)
Si el indice apunta en la direcciéon del flujo l

magnético y el pulgar en el sentido de rotacion,
el cordial (o medio) indicara el sentido de la I s I
tensién generada (FEM) o de la corriente.

De la mano izquierda (para motores)
Si el indice apunta en la direccién del flujo
magnético y el cordial (0 medio) en el sentido
de la corriente, el pulgar indicara el sentido [\./]
de la rotaci6n. S
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Campo magnético

MAGNITUDES EN CIRCUITOS MAGNETICOS
Flujo magnético ¢

£ NI
b=—= (ver s 11)
Densidad de flujo magnético (induccién) B
b (ver s 12)
B=—=p pH= pH
A
Inductancia L
&b N2
L=N—=N*2P =— (ver s 13)
1 R

Para el calculo de L ver también s 140 a s 146
Intensidad de campo magnético H

B
H=—=— (ver s 14)
2
Fuerza magnetomotriz %
F=NI= 2‘02/4 (ver s 15)
i=1
Tension magnética %/; en la i-ésima porcién de un circuito magnético
Ui = H; ¢, (ver s 16)
Reluctancia magnética 2 de un circuito uniforme
F {
R= — = —— (ver s 18)
b pA

Permeancia magnética & de un circuito uniforme
1 b A 1
g@:f:—:/‘—:—L (ver s 19)
R T / N*
Energia magnética (almacenada en un campo) E,,
1 1
En=—NIp=—LIF
2 2
Flujo magnético disperso ¢q
Parte del flujo magnético total (b, se dispersa por el aire exterior
y resulta asi inefectivo. De modo que &, esta referido a o, el flujo
efectivo. Por lo tanto,
ba

Coeficiente de dispersién & :—I— (0.1 a 0.3)
o
Flujo total bo=d 4+ ba= (1438 b

La explicacién de los simbolos puede verse en S 16
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Campo magnético

s 81

s 85

FUERZAS MAGNETICAS

Fuerza entre dos polos magnéticos
En la direccién del flujo magnético se produce
una fuerza de atraccién F, dada por

1 B*A B\%/ A
Fo=—- . 0 bien, F,= 40 (—) (—)N
2 e T cm?

Fuerza sobre un conductor con corriente
Sobre un conductor que lleva una corriente /, el campo magnético
ejerce en una longitud /del conductor que lo atraviesa, una fuerza
transversal Fi:

B ) )
Fi =B/I, o bien, Fi = (—) (_) (_)N
T m A

En una armadura o inducido de maquina de corriente continua (CC)
se produce el momento de rotacién interno 1

1 p
Mi_Z_w(I)Ia_z B=‘g
. 1 b I\p
o bien, M;=—— (—) (—)—z N-m
27w \V:s/\A/a Conductor
Tensién inducida (ley de la induccién de Faraday)

Si una bobina (con N espiras y resistencia interna R;) enlaza o
concatena un flujo magnético ¢ variable en el tiempo, se induce
en ella una tensién o fuerza electromotriz (FEM) Re*R;
dd,
dt
que hace circular corriente por su
circuito conectado.

Tensién inducida por
el movimiento de un | rotacién de una espira

e= (ver s 11)

rotacién de la arma-

conductor normal a o de una bobina dura de un generador
un flujo magnético en un campo magnético
e= Bl e = w@Pmar- Sen(wt) g:gjnz%
Gmix = 1dB =148 22,
2ra

<

= L . '/
Tensién o FEM de autoinduccion: € ai/at
Ver la explicacién de la pagina S 16 | Ver simbolos en la pagina S 16
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CONCEPTOS GENERALES
Fasor
Un fasor es un segmento representativo de una magnitud alterna
que gira en sentido contrario al del reloj. Angulos en igual sentido
se consideran positivos, y en sentido contrario, negativos.

Eiemplo: A} /Rotacién positiva

‘5\- Yy - P2 =360°=O
¢, equivale a ¢,
Amplitud o valor maximo (ver s 1)

Una magnitud alterna (corriente, i, o tensién, u) varia periddica-
mente, en general, en forma
de onda senoidal. Los valo-
res maximos I, y U,, reciben
el nombre de amplitud. Con
una frecuencia angular v =

2 7 f, el angulo descrito en
un tiempo t esta dado por:

Diagrama Variacién en el tiempo
fasorial ;

Periodo T=1/f

a=ot=2mft

y en este momento los valores instantaneos son:
de la corriente i =I,senwt =1, sena
de la tensién U=Unsenot = U,sena(cuando ¢ = 0)

Valor eficaz (o r.c.m., raiz del cuadrado medio)
Estos valores son los que se emplean en la practica y los que
indican generalmente los instrumentos de medicién.

En general [ Para ondas arménicas
1 T, I
I =1y = 7l£l“dt I =y :7;

“ T
U=Uys= —f u* dt U=Uy=——

ST

Con estos valores se tiene también en circuitos de corriente al-
terna:

P=UI (en el caso de cos ¢ = 1, ver s 105)



s 94

s 95

s 96

889

Electrotecnia l S 15

Corriente alterna

CONCEPTOS GENERALES

Defasamiento, 4ngulo de fase ¢
En presencia de impedancias de diversos tipos (resistiva, induc-
tiva o capacitiva) en un circuito de corriente alterna ocurre un
desplazamiento en fase o defasamiento, ¢, entre la corriente y la
tensién. El dngulo de fase ¢ se mide en el diagrama fasorial de
la corriente a la tensién, y en el diagrama de variacién en el tiem-
po, de la tensién a la corriente.

Diagrama fasorial ; Variacion en el tiempo
u

w’; b A / ¢ w!‘, \_“.’T\

u=U, sennt i=I.sen (ot — ¢)

Factor de calidad Q, factor de pérdidas tan 8 y angulo de pérdidas &
El factor Q de un circuito se define como

Q=27E,/w,
donde E,, es el valor maximo de la energia almacenada en el circui-
to y w, la pérdida de energia en un periodo.

El reciproco del factor de calidad se conoce como factor de pér-
didas.

tans =1/Q (5 es el angulo de pérdidas)

Para un circuito de resistencia e inductancia (s 115y s 118) y un
circuito de resistencia y capacitancia (s 116 y s 119) se obtienen
de esta definicion las siguientes relaciones sencillas:

Q = |tan ¢| tans =1/Q = 1/|tan ¢ |
=90°— || = Ur/Ux (en la conexién en serie)
= Ig/lx (en la conexién en paralelo)

Pueden verse férmulas de tan § en S17y S 18.
Para el caso de circuitos resonantes se tienen las férmulas mas
complicadas s 128 y s 129.
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Corriente alterna

Ecuaciones bésicas para circuitos monofasicos

Impedancia z (Ver S16y S 17)
Admitancia Y =1/2
Tensién en una
impedancia v =1z
Corriente en / _ ﬂ
una impedancia 4
Potencia aparente P, =Ul=~\/P24+P2 =122
Reactancia X =Zsen¢
Potencia activa P =Ulcos¢p =I?R
Potencia reactiva P, =Ulsen¢p =1I’X
h P P
Factor de potencia cos ¢ m P,
Factor reactivo sen¢ = P = P
ul P,
Flujo alterno a través @ _ U
de una bobina " T 444Nf
1. Permeabilidad magnética del vacio (w,=4mx 107 V+s/A-m)
» Coeficiente magnético (permeabilidad relativa):
para el vacio, gases, liquidos y la mayor parte de los sélidos
se tienep, = 1;
para los materiales magnéticos ver la pagina Z 3
a Nuamero de pasos en paralelo en el devanado
¢ Longitud de la trayectoria del flujo magnético
N Nuamero de espiras en una bobina o devanado
p Nuamero de pares de polos
z Nuamero de conductores
Rs serie
— Resi cia en
Rr paralelo | gy jos circuitos de impedancias en
Ls serie S17yS18
— Inductancia en
Lp paralelo

Explicacién para la pagina S 13 (FEM de autoinduccién)

Ley de Lenz. Si a través de una bobina pasa una corriente i que
varia en el tiempo, entonces varia también el campo magnético
producido por la corriente. Se induce asi en la bobina una tensién
instantanea ¢, que tiene siempre una polaridad tal que con-
trarresta magnéticamente la variacién de la corriente.



(Reactor real)

Tipos de Diagrama Relacion Defasa-
componentes fasorial de fases | miento Formula tan ¢ =
Resistiva (6hmica) U
resistor comun o ——— [V " _
anti-inductivo; 7 en fase ¢=0 Z=R 0
lampara
Inductiva I a 90°
inductor (o bobina) atras de ¢ = 90° Z=X,=wl %
ideal U,
Capacitiva 1 a 90° . 1
capacitor (o adelante | $=—90 Z=Xe=— - -®
condensador) de Uc
Resistiva + ! agel
inductiva +| 1 adelante | _gq0 4 0
capacitiva |+Lx<—= de U ¢ ,
en serie @ Lo —
\/—_ﬁ “TTwe
Z= Rs”—+(st——) -
wC R
S
(Reactor real 1 U, |1 atras
con capacitorfuly >— /‘ L 0° << 90°
en serie) wC A\% ufde U
1
Resistiva 4 u
. . I atras de wlg
inductiva —{———- aU‘ U menos |0 < $< 9|2 = VR + (uls)? I?s
en serie de 90° s
1

Continuacién en S 18

j01309|3

euls)je 91ualI0)

elud9

013TViVd A 31I3S N3 SINOIXINOD A SVIONVA3IdI 30 SOdIL
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116

S
17
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19

Tipos de . Diagrama Relacién Defasa- . _
componentes Conexion fasorial de fases | miento Formula tan ¢ =
Ur
- R X | adelante
Resistiva + s C 1|y d : cbe a T ,
capacitiva I, — Ue [ menos -90°< <0’ Z=_/R* + (_ ) -
en serie Up Ue v de 90° wC RswC
U
y/ R,
e 3 £ 1, I adelante
v C
Resistiva + I_ X»]| ! =— |0 atras de 1 1
inductiva " i1 £ ’Il"lo U seqin | o0°<<90]2 = e Rp (T,
en paralelo - 2 : orn
p S == , las compo- (_) N (__ _mc) —uC)
7 nentes Rp wlp
Ry
I 4 I
-~ u
Resistiva + L} 1 | atrés 1 R
inductiva ! de U 0°< ¢<90°|Z = T T, L.
en paralelo PRt P e V(Y wlp
L=V R ol
u P P
Ip - Rp 13 U
Resistiva + 1 v 1
capacitiva c ! g:di'a"'e 90 < $<0°|2 = e —RpuC
en paralelo o = q / _).+ (0C)*
U Rp
Para un reactor (0 bobina de reactancia) los valores dados de Ry L (wly)
son por lo general las cantidades Rs y Ls, independientes de Ia fre- Rp =Ry +

cuencia, en el circuito equivalente en serie (ver s 115). En conexiones
en paralelo de reactores y capacitores se recomienda usar los valores

del circuito equivalente en paralelo (ver s 118). Las cantidades R,, Yy 2
Lp. dependi de la fr ia, de este circuito se calculan a partir Lp=Ls+ s
de R,y L, empleando las férmulas: w2l

Ll S VNIOVd 3a NOIJVNNILNOD

101109|3

eusajje ajuail0)

elud?

8l
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'S 19

CIRCUITO RESONANTE

en serie en paralelo
Diagramas de
conexiones y Ver s 113 Ver s 117
fasoriales
Diagrama fa- U L U ..___IC
sorial en caso
U=y I,
de resonancia R UC_ 1=l L
]
Condiciones U, =Uc I =le
de resonancia 1
o, L, — =0 —0,C=0
»,C o, Lp
oL, C=1 oL, C=1
Frecuencia ‘= 1 P 1
de resonancia "7 2x\/L.C "T2aVLsC
[Cuando f (frec. de linea) = f,, ocurre la resonancia]
Corriente en la u u _RRC u
resonancia L= R_R r= l?, .
Uy=U,—U;=0 hy=I1L—1:=0
¢ =0 =0
L 1 R
Factor Q ® :0) hid — Qp=w,CRp = r
Rg w, C Rg o, Lp
Factor de 1 Rr 1
: tan§ = — = —— tan s, = =
pérdidas “TQp o Lgt ! Q @CRs
Lonaitud ¢ _ 300 x10°m/s
de onda r= T 1,

Periodo en la
resonancia

T.=2m\/L:C

T,=2n\/LpC

Filtro. Un circuito resonante en paralelo tiene impedancia maxima
Z.ix a su frecuencia de resonancia. De modo que puede actuar
como filtro eliminando corrientes de esa frecuencia.

L
Znix = Rp = _

R.C

y ademés

1=

mix

Ver los simbolos en S 16
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Corriente alterna

PUENTE DE MEDICION PARA CORRIENTE ALTERNA

Se emplea para determinar la capacitancia de condensadores y la
inductancia de bobinas. Para hacerlo deben ajustarse el capacitor
variable C. y el resistor R, hasta que la senal en el audifono K haya
alcanzado un minimo o desaparecido. Los circuitos mostrados no
dependen de la frecuencia.

Medici6én de
capacitancias inductancias
~ ~)
Ry ~ R, R Ly Ry

G [ R,
Ry

R3 R,
R, G
Cy=—2C, Ly =C:R;R,
Ry
R, Ry;R
Rx=—R, Ry = —*
R, R,
1 R
tandy = ———— tan &y = hd
RxwCy wly

Determinacién de una impedancia desconocida. Se obtiene midien-
do la caida de tensién en esa impedancia y una resistencia au-

xiliar: R —
p U — Up? — Uy T A ]
o 2R Ur
Py
cos ¢, = U @ db zZR
Z = UT/ v U ®= Uz

La resistencia auxiliar debe seleccionarse de manera que

Up = Uy
Cy Capacitancia desconocida | & Angulo de pérdidas
(ver S 15)
Ly Inductancia desconocida R., R3;. Ry Resistencias cono-
cidas
Ry Resistencia desconocida del capacitor o del inductor

C.,C, Capacitancias calibradas ajustables
z

Impedancia desconocida (inductiva o capacitiva)
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INDUCTANCIA L DE BOBINAS CON NUCLEO DE AIRE

Calculo de L a partir de la impedancia y la resistencia.

s 140 Se hace pasar una densidad de corriente (J = I/A = 3 A/mm?) y
se mide la tensién terminal U, la corriente | y la potencia activa P.

) u ) P
Impedancia Z = T Resistencia R = —

1

L=—\/Z"—R*

(0]

Calculo de L para una bobina toroidal (de anillo)

mohN* r,
In—
2w rn

s 143 L=

Calculo de L para una bobina de disco con seccion rectangular

— Inductancia

par—
p\ . ‘/ioy

s 144 <1 L:1.05—-N~'\/— pH
m u
D D

s 145 >1 | L=105 —)N2 =) pH
m u

¥
o
s 146 = 3 | Los valores ya no son aceptables 4

V-s )
1pH =10

Ancho radial de la bobina

Area transversal del conductor

Grueso axial de la bobina

Diametro exterior del conductor con aislamiento
Diametro medio de la bobina

Longitud del contorno interior del hueco
Longitud media del enrollamiento (¢, = ¢; + ra)
Namero de espiras o vueltas

Perimetro de la seccion transversal de la bobina
Relacion a : b

s 147

RVZINpQAo>»o
H <

s 148

=

ab
Grado de aflojamiento en la bobina (;5 = N_d‘)
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CALCULO DE BOBINAS CON NUCLEO DE AIRE
PARA UNA INDUCTANCIA DADA

Bobinas de alta frecuencia
2|

y Férmula | donde:
! u
D\ 1 (d\¥ (L\*? dp =
s149 | <1 (—) N3 = —(—)- (_) x 101 | T 2N
m 39 \m H \/E‘
D\? 1 /d, L)? =d.(1+a)V/—
s 150 | >1 (—) N35 = — (-—) (—) x 10" a
m 556 \m H
Bobinas de baja frecuencia
s 151 Suponiendo que B=1 y D=u, entonces

1 u
a:—(u:\/u2—16Nd§); b=——a

4

Calculo del numero de espiras de una bobina

A partir de la seccién transversal de la bobina:

ab sus
= T
9
A partir de la resistencia: panas ?
HHHH ©
N RA T *
_pl... b =

Mediante una bobina patrén o de referencia.
Se coloca la bobina con el nimero desconocido de espiras Ny
y la bobina con nimero conocido de vueltas N,, lo mas cerca posi-
ble una de otra sobre un marco de
acero, como se indica. El sistema
se energiza o excita con una bo-

Entrehierro

bina magnetizante N, de CA, a la

que se aplica la tensién U.. Se mi-

den las tensiones Uy y U, con vol- Ny | i‘UX

timetro de alta impedancia. De Ue1 | ~e |

manera que ~ No TUQ
Uy

s 156 Ny =N, —

U,

Ver simbolos en pagina S 21.
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Corriente alterna

HISTERESIS MAGNETICA

Induccién magnética remanente B,

Magnetismo que permanece en el
material (hierro o acero) cuando
desaparece la intensidad magnéti-
ca externa aplicada H.

Intensidad magnética coercitiva H.

Campo que debe aplicarse para
anular la induccién magnética B,.

Trabajo de magnetizacion Wy (energia disipada por histéresis)

Al describir una sola vez el ciclo de histéresis se disipa una ener-
gia Wy igual al producto del area del ciclo de histéresis wy y el
volumen de la muestra de hierro, Vg.:
WH = Wpg Vpe
Potencia de magnetizacién P, (potencia disipada por histéresis)
Py =Wgxf=wygVgf

Corrientes parasitas o de Foucault

Por la induccién electromagnética debida al cambio de flujo tam-
bién se originan tensiones alternas en el hierro que, dependiendo
de la conductividad eléctrica del material, producen unas corrientes
turbulentas llamadas paréasitas o de Foucault. La construccion la-
minar de los nicleos y las armaduras (con laminas de acero de 0.3
a 1 mm de espesor y aisladas entre si) las reduce en alto grado.

Pérdidas magnéticas (en el hierro)

Potencia disipada en el hierro por unidad de masa pg,

Comprende las pérdidas por histéresis y por corrientes parasitas.
Se mide con una amplitud de la induccién B,, =1 T = 10 kGs, o
bien, 1.5 T = 15 kGs, a una frecuencia de 50 Hz, lo que da las
cantidades pg,,, O Pr.; respectivamente. Los valores pueden
verse en Z 4.

Potencia total de pérdidas en el hierro Py,

B f ]*
Pre= Pray [(—'T'—)(son)] el 4

myg. Masa del material mag- x Aumento por rebordes del tro-
nético (hierro) quelado, etc. (0.1 a 1.0)
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REACTOR O BOBINA DE REACTANCIA

Impedancia reductora de tensién
Se emplea un reactor en el circuito de una carga puramente re-
sistiva R para reducir la tensién de entrada de un valor U a un

valor Ue.
7 U.=2.1
=
z
lU " R ||U.=R.1
Impedancia | reactor Z. = VVR# + (oLy)*?
del circuito total  Z =\/[R, + RJ* + (oL’

) ) 1 UR.\* .

Inductancia requerida L, =— ( m ) — (Re+ Ry)*
[0} e

Para un célculo aproximado de L, se puede despreciar la resis-
tencia aun desconocida R, del reactor. Una vez disehada la bobi-
na, se conocera R, y podra calcularse Z con precisién. Luego se
revisa U. empleando la férmula

UR.
A

Eventualmente se requerird un segundo célculo con el valor
modificado de la inductancia requerida.

U.

«
2

Reactor sin nicleo de hierro y con inductancia constante
El disefio se efectia segun S 21. Se suponen inicialmente los
valores de r., r, (bobina toroidal), o de D, u (bobina de disco). Si
el espacio disponible para las bobinas resulta insuficiente o se
obtiene un nimero inadecuado de espiras o un calibre impropio,
deben repetirse los calculos con otras dimensiones. Finalmente se
calcula la resistencia de la bobina mediante s 26.

Reactor con nucleo de hierro e inductancia constante
El nacleo de hierro sirve fun-
damentalmente para confinar
el flujo magnético y debe te-
ner el mayor nimero posible
de entrehierros simples, §;.
Estos deben llenarse con ais-
lante y su espesor total no
debe ser mayor que 1 cm. La
fuerza magnetomotriz (FMM) bobinado en las dos columnas
requerida por el hierro puede
despreciarse. Los célculos se realizan con los valores maximos
de HydeB.

(Continta en S 25)
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S 25

Una medida de la variacién de la inductancia L, es la maxima va-
riacién relativa de la inductancia dependiente de la corriente:

gL=

_ |Lrtot. —

L,

9e

1 Are Bmre) 8
Hmre) lre Mo Ag

Si g1 > i rea) repitase el disefio aumentando Ar. y disminuyendo
B (re), P€ro manteniendo constante el producto Are Bmre).

Dimensionamiento. Dados: L,, f, @i(rea). ULt O ler. €ntonces se
obtienen las siguientes:

Dimensiones

provisionales

definitivas

Seccién efectiva

Ard = VK let. ULes.

del nicleo de donde g — 22t Are (obtener de DIN 41 302)
hierro 2xf Ly
NGmero de espiras N — Uet.

4.44 f Bimre Are

Area de entre-

Ap’= ab + (5cm) (@ + b)

Ag=ab +5(a +b)s

hierro

Longi- . _ Nip AE S abnNZ,,

tud del total S = AL—5N'm(@+ Db
hierro | individual| 8’ = s/n<1cm [3 = s/n<icm

Diametro del con- & =2 /1 d al valor estandar siguiente
ductor = S d. incluye el aislamiento

Area transversal
del bobinado

Ap=112d2N

Longitud de las
columnas del
nacleo

Determinese /. a partir de las dimensiones

del nicleo y de Ag.

Bobina de reactancia con nicleo de hierro e inductancia dependiente de la corriente.
Esta bobina cuenta con un nicleo de acero, pero no tiene entrehierro. Sélo se
emplea para fines especiales, por ejemplo, como ampliticador magneético.

K Coeficiente de potencia de la bobina:
= 0.24 cm*/VA para bobinas comunes (en aire) } Ver S 24 para la forma de

= 0.15 cm%/VA para bobinas en aceite
para la forma de seccién del nicleo aplicar valores

75% mayores

J Densidad provisional de corriente:

para bobinas comunes J =2 A/mm?2

seccion del nicleo

para bobinas en aceite J' = 3 a 4 A/mm?

Bm(rey Induccién en el hierro (alrededor de 1a 1.2 T)
Humre) Intensidad de campo en el hierro para Bmre). Segun el tipo
de hierro debe obtenerse de Z 3.
n Numero de entrehierros. Su aumento reduce el flujo de dispersion
Rcu Resistencia del bobinado (segun s 26)
Rs Resistencia de la bobina, incluyendo pérdidas en el hierro

(Rs =13 Rcu)

Longitud media de la trayectoria de flujo en el nucleo de hierro
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Designacion de los bobinados
Clasificacion segin

la tensién nominal ~la funciéon en 9! circuito .
(sentido de la transmisién de energia)
Bobinado con Bobinado que
tension nominal recibe | entrega
mayor | menor energia
Alto | Bajo Primario Secundario
voltaje (Indice 1) (Indice 2)

Datos nominales (indice N)
s 173 Capacidad (VA) Pux = Uin iy = Uzx- lax
s 174 Relacion de transformacion n = Uix/Usy = lax/lix

Como tensién nominal secundaria U,y no se toma la correspon-
diente a carga nominal sino la de vacio, es decir, Uy = Uao.

Pérdidas en el hierro Pg. y prueba de vacio (circuito abierto)

o Ny

o 0 e 3 Ny Un
I Uzo
~ Uin ho
. ®1 &?UZN I R(Fe)
v v I

Las pérdidas en el hierro Py. dependen sélo de la tensién primaria
U, y de la frecuencia f, pero no de la carga.

s 175 Py = Pre

Dichas pérdidas en el hierro, asi como la relacién nominal de
transformacién n, se determinan mediante una prueba de vacio.
(Ver el diagrama de conexiones, secundario abierto, datos con
el indice 0). La componente activa Ir(r, de la corriente primaria
corresponde a las pérdidas en el hierro; la componente reactiva
es la corriente de magnetizacion Iy. Las pérdidas en el cobre son
despreciables. Las pérdidas en el hierro Py, se utilizan para calcu-
lar las pérdidas en operacién normal y la eficiencia.
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Pérdidas en el cobre P, y prueba de corto circuito

Conexiones Diagrama fasorial
y Ny N, u

A
yzu Y
- O ‘Um o
| T
v v
El valor de P¢, sblo depende de la co- I

rriente primaria /; y se determina me-

diante una prueba de cortocircuito (ver el diagrama de conexio-
nes, datos con el indice K). En esta prueba con el secundario en
corto se ajusta la tensién primaria U, al valor Uk, con el cual se
hacen circular por los bobinados sus corrientes nominales; Uik
es tan pequena que pueden despreciarse los valores de Iy €
In. La potencia primaria de cortocircuito Pix resulta entonces
igual a la pérdida nominal total en los dos bobinados, P¢,x. a las
corrientes nominales. Ese valor se emplea en el céalculo de las
pérdidas de operacién y de la eficiencia.

s 176 Pik = Peun

Con los valores medidos se determina la relacién de cortocircuito,
que se indica a veces en la placa de transformadores grandes.

s 177 rx =100 (Ug/Uix) %.

Del diagrama fasorial se obtienen:

Electrotecnia ' S 27

In
——

P
s 178 Reu = Ur/lin; L = Ui/ohin; cOs ¢ix = Ur/Uix = Sl
Ik Pan
Comportamiento en operacion

:i%?sg::?‘:g:,?:zéatr;gzz Circui}o equivalente Diagravma
jo U. para cada caso de simplificado , fasorial
carga, se refieren prime. L Ry L DL
ro todas las cantidades — 1l
secundarias a las de un Urs Uy ,
transformador de igual Y K
capacidad, pero con una
relacién de transforma- —

cibn n=1:1 (valores
con la marca’)

s 179 U/ =nU, Iy=1//n; RY=n2R,

Cambio AU de U, dependiente de la carga
(Aproximacién para rx = 4%)

s 180 AU == Uk (COS ¢ COS ¢, + Sen ¢k Sen o) Io/lox

Tensién secundaria U,

s 181 Uy==U, —aU; U, =U,"/n
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CONEXIONES TRIFASICAS

Estrella (Y) R
S
s 182 U=UrV3
s 183 I =Ip T
N
Delta (a)
R
s 184 U=U; S
s 185 I =1;\/3 .

Medicién de potencia trifasica
Cargas simétricas (equilibradas)

Conexiéon
con neutro sin neutro
(sistema de 4 hilos) (sistema de 3 hilos)
Linea 7 Carga [Linea 1 r Carga

== ]

s 186 Potencia total P =3P, =\/3Ulcos¢

Cargas asimétricas (desequilibradas). Método de Aron. Con dos
wattimetros.

o Linea Carga
De aplicacion general y ——
para redes con neutro y sin R -
neutro. U T&

s 187 Potencia total P=P,+P.

Iy Corriente de fase | Uy Tensién de fase

) Corriente de linea U Tensi6n entre lineas
R, S, T Conductores principales de linea (obien: L, L, L,)

N Hilo de neutro (o punto comun)

Py Potencia de fase (activa)
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CALCULO DE POTENCIAS TRIFASICAS

Para cargas simétricas:

s 188 Potencia reactiva P.=\/3Ulsen¢
s 189 Potencia activa P =\/3Ulcos ¢
P
s 190 Factor de potencia CcosS ¢ = ————
P ¢ V3ul

Correccién del factor de potencia (FP)
(en el caso de cargas inductivas)

Generalidades

Para reducir las pérdidas y el costo de la energia consumida pue-
de mejorarse el FP hasta un valor de 95% aproximadamente.
En el caso de cargas grandes la correccion debe hacerse direc-
tamente en cada carga. Tratdndose de cargas pequenas la co-
rreccién se hara en la subestacién o centro de distribucion.

Calculo de la potencia capacitiva (en VAr) necesaria

El FP se calcula por medio de s 107 o s 190. La potencia se
determina con wattimetros (ver las conexiones en S 28) o con un

watthorimetro.

s 191 Potencia capacitiva P, = (tan ¢; — tan ¢.) P
necesaria

s 192 Pérdidas en el equipo p. ==0.003 P,

corrector de FP
Tabla de valores para la correccion del FP

cos ¢ [ tan ¢ |cos ¢ | tan ¢ | cos ¢ |tan ¢ | cos ¢ | tan ¢
042 | 2161 | 0.62 1265 | 081 | 0724 | 091 | 0455
0.44 | 2041 | 064 1201 | 082 [ 0698 | 092 | 0.426
046 | 1931 | 066 | 1.138 | 083 | 0.672 | 093 | 0395
048 | 1.827 | 068 | 1.078 | 0.84 | 0646 | 094 | 0.363
050 | 1.732 | 070 | 1.020 | 0.85 | 0620 | 095 | 0.329
052 | 1643 | 072 | 0964 | 086 | 0593 | 096 | 0.292
054 | 1559 | 0.74 | 0909 | 087 | 0567 | 097 | 0.251
056 | 1479 | 076 | 0.855 | 0.88 | 0540 | 0.98 | 0.203
058 | 1405 | 078 | 0.802 | 089 | 0512 | 099 | 0.142
060 | 1333 | 0.80 | 0750 | 0.90 | 0.484 | 1 y 0.000

Los valores de tan ¢, y tan ¢, se obtienen correlativamente de la
tabla anterior donde cos ¢. es el FP deseado y cos ¢, es el FP
real de la carga.
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Maquinas

LA MAQUINA DE CORRIENTE CONTINUA
Dinamo (motour o generador)

Generalidades
pz
T 2ra

Tensi6n inducida en la armadura (FEM) &, = CyPw=27C,dn

Constante del momento de rotaci6n Cu

Momento de rotacién M =Cybl,

. = U— &) *
Corriente de armadura lq :R_
Tensién terminal Uu =6&6*=1,R, *

U= I,R, =#x
Velocidad de rotacion (rps) n =——
27wCyd
Potencia interior P =Mo= &I,
1
recibida por el generador P =—Uly.
Potencia n
mecanica I entregada por el motor I Pyu=nUly.

Motor con excitacién “shunt”

(Ver el diagrama de conexiones en S 31)
Buen arranque, la velocidad permanece casi constante con carga,
y dentro de ciertos limites, puede ajustarse con facilidad.

Motor con excitacién en serie

(Ver el diagrama de conexiones en S 31)
Buen arranque con alto par inicial. La velocidad depende de la
carga. Sin carga, existe el peligro de desbocar la maquina.

Motor con excitacién “compound”’

(Ver el diagrama de conexiones en S 31)
Trabaja aproximadamente como un motor ‘‘shunt”. El bobinado
serie garantiza un alto par de arranque.

a Numero de pasos en parale- z Namero de conductores
lo en la armadura
p Numero de pares de polos R. Resistencia de la armadura
< Flujo magnético
* El signo + corresponde a un *%* El signo — corresponde a un
motor motor
El signo — corresponde a un El signo 4 corresponde a un

generador generador
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MAQUINAS DE CC CON POLOS DE CONMUTACION

Motores Generadores
S[Ala A la A la A la
8 |derecha % _B:.oam% derecha % izquierda %
&
"
NN
S
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& | .
.n @
B
[5] s
s
‘S Ga
X
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Excitacién “‘compound”
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MOTORES DE CA TRIFASICOS

Velocidad de sincronismo
Segun el nimero p de pares de polos y la frecuencia f (en Hz), se
tiene

f 60 f
Velocidad de sincronismo ny = — = —— (en rpm)
P P

Conexion
Si todas las terminales del devanado del estator se llevan al ta-
blero de conexiones, entonces el motor puede conectarse en del-
ta o en estrella.

Tensién por fase
en estrella | en delta

u
UFZW Up=U

Un motor con la designacién 660/380 V opera con sus valores
nominales de corriente, par y potencia conectado a una tension

U=380Vena; entonces Ur = 380V
U=660VenY; entonces Ur = = =380V
B T 7=

Conexion delta-estrella
Los motores de altas potencias operan generalmente en delta.
Para evitar corrientes excesivas de arranque, en redes de baja
potencia se les arranca conectados en estrella, y posteriormente
se operan en delta. Si, por ejemplo, un motor con tensién nominal
de 660/380 V se arranca en estrella conectado a una red de 380/
220 V, entonces se le aplica por fase 1/1/3 de su tensién nominal.

Motor asincrono (o de induccién)
En el devanado del rotor se inducen tensiones y corrientes por el
campo magnético giratorio producido por la corriente en el esta-
tor, por lo cual se le denomina también motor de induccién. La
velocidad de operacién es aproximadamente de 3% a 5% (des-
lizamiento) menor que la del campo giratorio (velocidad de sin-
cronismo). Con carga su velocidad permanece constante.

Motor sincrono
Requiere corriente continua para su excitacién. Se arranca con
ayuda de su devanado amortiguador (de jaula) hasta alcanzar la
velocidad de sincronismo. Puede funcionar también reversible-
mente como generador sincrono o alternador.



Electrotecnia l S 33

Transformadores

GRUPOS DE CONEXIONES

Designacién Fases Conexiones
Relaciéon
Indice | Grupo AV BV AV BV (ratio)
U,:U.

Transformadores trifasicos

v

v vuyvw u v ow ”'
209 O IVANWRN AN | V4 V4 1174 74 B I >
v v U v w u vy w Ny
210 0 A | WA LD LR |
s2n Dz 0| A Yol eS| 2
z qu u"z-,, [m [ﬁ 3:’:
v ] y
212 |D y 5| Dy w—(' LU/ ! ! ! wh
U
w0 [, | < | B
v W
u u v w 2 N,
e (=3 A, | S (00|
17 we—u U v w N,
po | e s A, Y mad NN
w_u v v w Ny
28 | 6 vy 6 A, |y (LD |FTY &
v w u v ow 2N,
<My
217 ox 6l A | Y A TR IR
2 v u v wlu w Ny
1
218 by WDy | O |0AA | L] szwz
v v U v wluvw TN
219 1M1 |y d 11 Y D>w LERLl
220 ven| 1 .:5» TR T—ta’;'
z U/LW I Y 111 é 3N,
Transformadores monofasicos
u u [ u N
221 0f1i O I | ‘ ‘ W,L
|4 v |4 v
AV Alto voltaje D Y - .
BV Bajo voltaje |d‘DeIta Iy‘Estrella |Z|Zlgzag

El indice sirve para calcular el defasamiento ( ¢ = Indice x 30°) en-
tre la conexién de AV y la de BV. Por ejemplo, el defasamiento
para el grupoDy5es ¢ = 5 x 30° = 150°.

Nota: Los grupos enmarcados son preferibles.



. Tipo de c i Cantidad Para
Simbolo | gispositivo onstruccion primaria medida | EScala medir
ﬂ Bobina mévil en el campo radial uni- Valor continuo
| |Bobina movil |4, me de un iman permanente; dos (t?;:;"a aritmé. | Lineal | —| Iy U
- — resortes espirales o de torsiébn como
ﬂ Bobina mévil {conexiones y para el contramomento | Valor continuo ) o
— con rectifi- | torsional (rectificador) == Lineal [~ | /Iy U
—o— | cador
Bobinas perpendiculares, rigidamente _
Bobinas en |unidas, en el campo no uniforme de h ; h
N . — No lineal | o)| —
X cruz un iman permanente; dos conexiones Iy R
sin contrapar o contramomento
ﬂ El alambre calefactor del termopar, —
Bobina mévil |soldado o en estrecho contacto. La . Casi cua-| (5, Iy U
- con termopar | tensién termoeléctrica alimenta la Valor eficaz dratica |~ v
bobina mévil @
Dos piezas de hierro dulce, una mévil .
M Hierro dulce |y una fija; bobina fija y resortes espira- | Valor eficaz No lineal |*'| 1y U
les para el contramomento «
Bobina mévil, bobina fija y dos resor- ICuadrética LU P
Electrodina- |t€S espirales o de torsu?n para el con- I+l cos ¢ para ly U; . , yl
mico tramomento y la conexién; pantalla lineal para| @
magnética P ~| cos ¢
—L__ | Electrosta- |una placa fija y una mévil en el con- ) — |U (desde
= |tico densador Valor eficaz No lineal | @ 100 V)
M Sélo para cantidades alternas senoidales “ () También para cantidades alternas no senoidales
(3 También para altas frecuencias “f < 500 Hz
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lluminacién. Fotometria

Optica e Iluminaciénl T 1

CANTIDADES BASICAS EN LUMINOTECNIA
Simbolos

Magnitud |y relaciones| Unidad Explicacion
Intensidad I candela /, s una magnitud fun-
luminosa cd damental. Ver Explica-

ciones generales.
estereorra-| ()es la relacion del area
Angulo Q dian A, de la superficie esfé-
s6lido rica interceptada, al cua-
A 1m2 | drado del radio de la es-
T sr= Tmz | ferar. Para un éngulo
sélido completo se tiene
Q= 47 sr = 12.56 sr
Flujo luminico lumen ¢, es el producto del
(potencia b, =01, | angulo sélido Q2 y la in-
luminica) m = cd'sr| tensidad luminosa /,
Cantidad de lumen- Q, es el producto del flu-
luz (energia Q,=d,t segundo jo luminico y el intervalo
luminica) Im-s de tiempo t
lluminacién E, lux E, es Ael cqciepte del flujo
Im luminico incidente y la
_ locosa |, superficie iluminada A =
R m* | A./cos a
L L, es la relacién de la in-
. v " ¢
Luminosidad tensidad luminosa /, a la
(brillo) cd proyecci6n de la superfi-
I, m? cie iluminada sobre un
= — plano perpendicular a la
A cos € direcci6bn a los rayos.

Flujo luminico requerido para la iluminacién (Ver valores en Z 21)
Una superficie A sobre la que hay una iluminacién E, requiere un
flujo luminico

AE,

b, =

Equivalente fotométrico de la radiacion
1 watt = 680 Im a una longitud de onda de 0.555 um

Definicién de la unidad fundamental candela
Un radiador perfecto (cuerpo negro) con una superficie de
1/(6 x 10°) m? tiene a una temperatura de 2 043 K una intensidad
luminosa de 1 candela.

Ver los simbolos en T 2
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lluminacion. Refraccién

LEY DE LA ILUMINACION

La iluminacién de una superficie es inversamente proporcional al
cuadrado de su distancia a la
fuente de luz:

Para igual iluminacién de una superficie las intensidades de dos
fuentes de luz estan en relacion directa al cuadrado de sus distan-
cias a la superficie:

. o 1, -— Superficie Iy,
w0 X X
I !.._r, SN SR Y ;’T

Refraccion de la luz

ny sena

n. seng
= constante para todo angulo

n, .
cuando sen g8 = —, hay reflexién total
ny

Indices de refraccion (para luz amarilla de sodio, A = 589.3 nm)

Sé6lidos | Liquidos Gases
(con relacién al aire) (con relacién al vacio)
Plexiglass 149 | Agua 1.33 | Hidrégeno 1.000139
Cuarzo 1.54 | Alcohol 1.36 | Oxigeno 1.000271
Vidrio (crown) 1.56 | Glicerina 1.47 | Aire 1.000292
Diamante 2.41 | Benzol 1.50 | Nitrégeno 1.000297

A  Superficie iluminada

A, Superficie luminosa

a Angulo entre el rayo incidente y la perpendicular a la superficie
iluminada A

¢ Angulo entre el rayo emitido y la perpendicular a la superficie
luminosa A,

n, Indice de refracciéon del medio menos denso

n, Indice de refraccién del medio mas denso

r  Distancia entre la fuente luminosa y la superficie iluminada

n  Eficiencia de la iluminacién (Ver tabla Z 21)

¢ =3 x 10®* m/s (velocidad de la luz)
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Longitudes de onda. Espejos

LONGITUD DE ONDA EN AIRE ATMOSFERICO

Tipo de radiaciéon Longitud de onda A
Rayos X duros 0.0057 — 0.08 nm
suaves 0080 — 20 nm
ultrasuaves 2.0 — 375 nm
Luz y ultravioleta, corta 100 — 280 nm
adyacentes ultravioleta, larga 280 — 380 nm
violeta 315 — 380 nm
azul 380 — 420 nm
verde 420 — 490 nm
amarilla 490 — 530 nm
roja 530 — 650 nm
infrarroja 650 — 780 nm
c
Longitud de onda z\:T
Espejos N

Espejo plano
La imagen es virtual, derecha
y estd a una distancia (d’)
numéricamente igual a la del
objeto (d):

d=—d

Espejo concavo

1 1 1

f—d

La imagen sera real o virtual
dependiendo de la distancia

del objeto:
d da Imagen
oo f puntiforme
>2f ft<a <2t real, invertida, menor
2t 2f real, invertida, igual tamano
2f>d>t >2f real, invertida, mayor
f oo nula
<t negativa virtual, derecha, mayor
Espejo convexo
Sélo produce imagenes vir- —

=

tuales, derechas y menores.
Similar al espejo céncavo

h

conf=—

I\).l\

Ver simbolos en T4

r 5= -
F.]-d’
f= d4-—l
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Lentes

Optica e lluminacién ' T

LEYES DE LAS LENTES
Potencia (o poder refractivo) 8 de una lente

1
do= — Unidad: dioptria (dpt) = —

f m
Férmula de las lentes delgadas

1 1 1

RrAKi
1
:(n—1)(—+—)
n r.
noda
m=—=—
h d

Si dos lentes con distancias focales f, y f. estan inmediatamente
una a continuacién de la otra, la distancia focal total es
1 1 1

R

Lupa o lente de aumento

con el objeto

En general en el foco

S
m:7+1 ‘ m=

Microscopio
Ampliacién total
ts

=mm,

Macrofotografia

Extensién de camara a—=f(m+ 1)

a 1
Distancia del objeto c=—=f(14—)
m m

Indice de refraccién (ver T 2)
Radio de curvatura

Longitud éptica de tubo

Distancia de la imagen Amplificacién o aumento

Tamano del objeto Distancia visual normal (= 25 cm en
Tamano de la imagen el ojo normal)

Foco (o punto focal)
[ stancia focal
Distancia del objeto

©3~~3

xyqa~m



Quimica

U1

Elementos
Masa Masa
Nombre Simbolo | atémica Nombre Simbolo | atémica
(en uma) (en uma)
Aluminio Al 26.9815 | Manganeso Mn 54.9381
Antimonio Sb 121.75 Mercurio Hg 200.59
Argén Ar 39.948 | Molibdeno Mo 95.94
Arsénico As 74.9216 | Neodimio Nd 144.240
Astato At 210 Neén Ne 20.183
Azufre S 32.064 | Niobio Nb 92.906
Bario Ba 137.34 Niquel Ni 58.71
Berilio Be 9.0122 | Nitrégeno N 14.0067
Bismuto Bi 208.980 | Oro Au 196.967
Boro B 10.811 | Osmio Os 190.2
Bromo Br 79.909 | Oxigeno (0] 15.9994
Cadmio Cd 112.40 Paladio Pd 106.4
Calcio Ca 40.08 Plata Ag 107.870
Californio Cf 251 Platino Pt 195.09
Carbono C 12.0112 | Plomo Pb 207.19
Cerio Ce 140.12 Plutonio Pu 242
Cesio Cs 132.905 | Potasio K 39.102
Cloro Cl 35.453 | Praseodimio Pr 140.907
Cobalto Co 58.9332 | Radio Ra 226.04
Cobre Cu 63.54 Renio Re 186.2
Cromo Cr 51.996 | Rodio Rh 102.905
Einsteinio Es 254 Rubidio Rb 85.47
Erbio Er 167.26 Rutenio Ru 101.07
Escandio Sc 44956 | Samario Sm 150.35
Estafno Sn 118.69 Selenio Se 78.96
Estroncio Sr 87.62 Silicio Si 28.086
Europio Eu 151.96 Sodio Na 22.9898
Flaor Fe 18.9984 | Talio Tl 204.37
Fésforo P 30.9738 | Tantalio Ta 180.948
Gadolinio Gd 157.25 Telurio Te 127.60
Galio Ga 69.72 Titanio Ti 47.90
Germanio Ge 72.59 Torio Th 232.038
Helio He 4.0026 | Tulio Tm 168.934
Hidrégeno H 1.008 | Tungsteno w 183.85
Hierro Fe 55.847 | Uranio U 238.03
Indio In 114.82 Vanadio Vv 50.942
Iridio Ir 192.2 Xenén Xe 131.30
Kriptén Kr 83.80 Yodo | 126.9044
Lantano La 138.91 Yterbio Yb 173.04
Litio Li 6.939 | Ytrio Y 88.905
Lutecio Lu 174.970 | Zinc Zn 65.37
Magnesio Mg 24.312 | Zirconio Zr 91.22

uma, u = Unidad de masa atémica (igual a 1/12 de la masa de un
&tomo del is6topo 12 del carbono, 2C) (1 uma = 1.66 x 10-27kg)
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Productos quimicos

NOMBRE
. especifico o comercial
comun (s6lo cuando difieran) Formula
Acetileno CoH.
Acetona dimetilcetona (CH3). - CO

Acido cianhidrico
Acido clorhidrico
Acido fluorhidrico
Acido fosférico
Acido nitrico

Acido sulfhidrico
Acido sulfarico
Agua

Alcohol etilico
Alcohol metilico
Amoniaco

Anilina

Bauxita

Bérax

Bromuro de plata
Bromuro de potasio
Cal viva

Cal apagada
Carbonato de calcio
Carbonato de plomo
Carbonato de sodio
Carbono

Carburo de calcio
Carburo de silicio
Cianuro de potasio
Clorato de potasio
Cloruro de amonio
Cloruro de calcio
Cloruro de estaio
Cloruro de hierro
Cloruro de potasio
Cloruro de sodio
Cloruro de zinc
Cromato de potasio
Dicromato de potasio
Di6éxido de carbono

Di6éxido de manganeso

Eter etilico

acido prusico

acido ortofosférico

aceite de vitriolo

etanol
metanol

aminobenzol
6xido de aluminio
tetraborato de sodio

6xido de calcio
hidréxido de calcio
caliza

plomo blanco

carburo
carburundum

sal amoniaco

cloruro ferroso

sal comun

anhidrico carb6nico
pirolusita
éter

*Normalmente en solucién acuosa

HCN

HCI

HF
H3PO,
HNO,
H.S
H,SO,
H,O
C.H;0H
CH;3;OH
NH;3

CeHs - NH,
AlL,Oz*
Na,B,0.*
AgBr
KBr

CaO
Ca(OH).
CaCOj;
2PbCO;3 * Pb(OH).
Na,CO;*
(o}

CaC,
SiC
KCN
KCIO,
NH,CI
CaCl,
SnCl,*
FeCl,*
KCI
NaCl
ZnCl,*
K,CrO,
K2Cr.0;
CO.
MnO,
(C:H5):0




Quimica

Productos quimicos

'Us

NOMBRE
especifico o comercial

comun (sélo cuando difieran) Formula
Fenol acido carbélico C4H;:OH
Ferricianuro de potasio K;[Fe(CN)e]
Ferrocianuro de potasio Ks[Fe(CN)¢]
Glicerina trihidroxipropano C;H;(OH);
Glicol CH,OH-CH,OH
Grafito C
Hidroxido de amonio NH,OH
Hipoclorito de calcio polvo de blanquear CaOCl,
Magnesia oOxido de magnesio MgO
Metano gas de los pantanos CH,
Minio (plomo rojo) 6xido plumboso-plimbico| Pb,0O,
Nitrato de calcio Ca(NOy).
Nitrato de plata AgNO;
Nitrato de plomo Pb(NO;).
Oxido de estano 6xido estannoso SnO.
Oxido de plomo 6xido plumboso PbO
Oxido de manganeso |didéxido manganoso MnO.
Oxido de nitrégeno gas hilarante N.O
Oxido de zinc blanco de zinc ZnO
Potasa carbonato de potasio K.COjy
Potasa caustica hidréxido de potasio KOH
Propano CyHy
Sosa (soda) 6xido de sodio Na.O
Sosa caustica hidréxido de sodio NaOH
Sulfato de cadmio CdSO,
Sulfato de calcio CaSoO,*
Sulfato de cobre vitriolo azul CuSO,*
Sulfato de hierro vitriolo verde FeSO,*
Sulfato de magnesio MgSO,*
Sulfato de sodio sal de Glauber Na,SO, *
Sulfato de zinc vitriolo blanco ZnSO,*
Sulfuro de hierro sulfuro ferroso FeS
Sulfuro de mercurio cinabrio HgS
Sulfuro de plomo sulfuro plumboso PbS
Sulfuro de zinc blenda ZnS
Tetracloroetileno C.Cl,
Tiosulfato de sodio Na,S.0,*
Tricloroetileno C.HCI,
Urea carbamida CO(NH.).
Yoduro de potasio Kl

*Normalmente en solucién acuosa




Valores pH. Indicadores

U a ! Quimica

VALOR pH

El logaritmo decimal con signo negativo de la concentraciéon de
iones hidrégeno cy + es el valor pH de una sustancia:

pH = — logo Cu+
Cuy 1 | 10! | 102 J 107 I 1012 | 1018 I 1014
pH 0|1|2| 7 |12|13 I14
acida neutra alcalina
Indicadores acido-base
Intervalo
Indicador del pH Cambio de color
Azul de timol 1.2-2.8 | rojo - amarillo
4-dimetilaminoazobenzol 29-4.0 |rojo- amarillo naranja
Azul de bromofenol 3.0-4.6 |amarillo - rojo violeta
Rojo congo 3.0-5.2 | azul violeta - rojo naranja
Anaranjado de metilo 3.1-44 |rojo - amarillo naranja
Verde de bromocreosol 3.8-5.4 | amarillo - azul
Rojo de metilo 4.4-6.2 |rojo - amarillo anaranjado
Tornasol 5.0-8.0 |[rojo - azul
Parpura de bromocreosol| 5.2 -6.8 | amarillo - plirpura
Rojo de bromofenol 5.2 -6.8 | anaranjado amarillo - ptrpura
Azul de bromotimol 6.0-7.6 |amarillo - azul
Rojo de fenol 6.4-8.2 | amarillo - rojo
Rojo neutro 6.4-8.0 | azul rojizo - anaranjado amarillo
Rojo de creosol 7.0-88 |amarillo - piarpura
m-creosolpurpura 7.4-9.0 |amarillo - parpura
Azul de timol 8.0-9.6 |amarillo - azul
Fenolftaleina 8.2-9.8 | sin color - rojo violeta
Amarillo de alizarina GG | 10.0 - 12.1 | amarillo claro - castaio
amarillento
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Quimica

Reactivos. Productos quimicos. Mezclas frigorificas

Us

Clase de sustancia

REACTIVOS

Indicador o reactivo

Cambio de color

o efecto
papel tornasol azul rojo
Acido fenolftaleina roja incoloro
anaranjado de metilo
amarillo rojo
papel tornasol rojo azul
Base fenolftaleina incolora | rojo
anaranjado de metilo
rojo amarillo
Ozono papel con yoduro de
potasio azul - negro

Acido sulfhidrico
Solucién de amoniaco
Diéxido de carbono

papel plomo
acido clorhidrico
hidréxido de calcio

castano - negro
vapores blancos
sedimentacion

Obtencion de productos quimicos

Producto a obtener

Acido carbénico
Acido sulfhidrico
Amoniaco

Cloro

Cloruro de amonio
Hidrégeno

Hidréxido de amonio
Hidréxido de sodio

Oxigeno
Sulfuro de cadmio

Sulfuro de plomo
Sulfuro de zinc

Reaccién
CaCO; + 2HCI > H:COs + CaCl,
FeS + 2HCl > H.S  + FeCl,
CO(NH.)? + H,O — 2NH; 4 CO,
CaOCl, -+ 2HCI— Cl, -+ CaCly + H,0
NHOH + HCl - NH,Cl + H,0
H.SO, +2Zn - H, + ZnSO,
NH, + H,0 — NH,OH
Na,0  + H.O — 2NaOH
2KCIO, 430, + 2kcl
CdSO, + H,S - CdS + H,SO,
Pb(NOs). + H:S — PbS  + 2HNO,
ZnSO, + H,S — ZnS  + H,SO,

Preparacién de mezclas frigorificas

Reduccién de
temperatura (°C)

Mezcla

(los nimeros indican proporciones en peso)

+10 —12
+10 —15
+ 8 —24
0 —21
0 — 39
0 — 55
+15 —77

4 H.O + 1 KCI
H.O + 1 NH,NO,

1
1
3.
1.
1.
1

H,O + 1 NaNO; + 1 NH,CI

0 Hielo picado + 1 NaCl

2 Hielo picado 4 2 CaCl, + 6H,0
4 Hielo picado + 2 CaCl, - 6H.0
Metanol 4+ CO. sélido (hielo seco)



Us Quimica

Humedecimiento y secado del aire. Dureza del agua

ESTABLECIMIENTO DE HUMEDAD CONSTANTE EN EL AIRE DE
RECIPIENTES CERRADOS

Humedad relativa a 20°C
(por encima de la superficie Solucion acuosa saturada
de la solucién)
92 % Na,CO, - 10 H.O
86 KCI
80 (NH,).SO,
76 NaCl
63 NH,NO;
55 Ca(NO,). -4 H.O
45 K.CO;- 2 H.O
35 CaCl,- 6 H.O

Elementos secantes para desecadores

Elemento secante

Agua residual después del

secado a 25°C, mg/lit (aire) Nombre Férmula
14 Sulfato de cobre, anhidro CuSO,
0.8 Cloruro de zinc, fundido ZnCl.
0.14-0.25 Cloruro de calcio, granulado CaCl.
0.16 Hidréxido de sodio NaOH
0.008 Oxido de magnesio MgO
0.005 Sulfato de calcio, anhidro CaSO0,
0.003 Oxido de aluminio Al.O;
0.002 Hidréxido de potasio KOH
0.001 Oxido de silicio (Kieselgel) (Si0.),
0.000025 Pentéxido de fosforo P.O;

Dureza del agua

1° en la escala alemana (deutsche Harte, dH)
= 10 mg (Ca0)/litro (agua)

Intervalos de dureza (en dH)

0°-4° muy blanda 12°-18° algo dura
4°-8° blanda 18° - 30° dura
8°-12° medio blanda mas de 30° muy dura

Intercambiadores de iones para suavizar el agua

Zeolita: silicatos naturales de sodio y aluminio
Permutita: silicatos artificiales de sodio y aluminio
Wofatita:  resinas organicas sintéticas

ccccocgococcc

cCcccCcocCccoccc

31
32

34
35
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38

39
40
a1
42
43
44
45
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51



Tablas

Propiedades eléctricas

Z 1

RESISTIVIDAD p Y CONDUCTIVIDAD y

DE CONDUCTORES (A 20°C)

p 1 p 1
Material a-mmz/m|Y = 7 Material Q- -mm/m| Y= 7
Acero dulce 0.13 77 Latén Ms 63 0.071 14
Aluminio 0.0278 | 36 Magnesio 0.0435 | 23
Antimonio 0.417 24 Manganina 0.423 2.37
Cadmio 0.076 13.1 Mercurio 0.941 1.063
Carbén 40 0.025 | Niquel 0.087 115
Cobre (eléc.) 0.0175 | 57 Niquelina 0.5 2.0
Constantan 0.48 2.08 | Oro 0.0222 | 45
Cromo-Ni-Fe 0.10 10 Plata 0.016 62.5
Estano 0.12 8.3 Plata alemana 0.369 2.1
Hierro fundido 1 1 Platino 0.1 9
Hierro (puro) 0.10 10 Plomo 0.208 4.8
Grafito 8.00 0.125 | Tungsteno 0.059 17
Latén Ms 58 0.059 17 Zinc 0.061 16.5

RESISTIVIDAD p DE AISLANTES

Material @ -cm | Material | @-cm
Aceite de parafina 10 Mica 1017
Agua de mar 10% Parafina (pura) 1018
Agua destilada 107 Plexiglas 10t
Ambar comprimido 10 Polistireno 1018
Baquelita 10 Porcelana 01
Caucho (hule) duro 10 Tierra himeda 108
Marmol 10" Vidrio 10w

COEFICIENTE TERMICO DE RESISTENCIA o, (A 20°C)

Material (°C-1, K1) Material (°C1, K1)
Acero dulce -+ 0.00660 Manganina =+ 0.00001
Aluminio -+ 0.00390 Mercurio -+ 0.00090
Carbén — 0.00030 Niquel -+ 0.00400
Cobre + 0.00380 Niquelina + 0.00023
Constantan — 0.00003 Plata -+ 0.00377
Estano + 0.00420 Plata alemana -+ 0.00070
Grafito — 0.00020 Platino + 0.00390
Latén +- 0.00150 Zinc + 0.00370



Z 2 ‘ Tablas

Propiedades eléctricas

CONSTANTE DIELECTRICA ¢,

Material aislante € Material aislante € Material aislante €
Aceite de oliva 3 | Caucho (hule) duro 4 [Papel Kraft 45
Aceite de parafina 2.2 |Caucho (hule) suave 2.5 |Papel pescado 4
Aceite de ricino 4.7 |Compuesto (compound)| 2.5 |Parafina 2.2
Aceite mineral p/transf. | 2.2 |Cuarzo 4.5 |Petréleo 2.2
Aceite vegetal p/transf. | 2.5 [Ebonita 2.5 |Pizarra 4
Agua 80 |Esteatita 6 |Plexiglas 32
Aire 1 Fibra vulcanizada 2.5 |Poliamida 5
Aislam. p/cable alta Gutapercha 4 |Polistireno 3

tension 4.2 |Laca (shellac) 3.5 |Porcelana 44
Aislam. p/cable Marmol 8 |Resina fendlica 8

telefénico 1.5 [Mica 6 |Teflon 2
Araldita 3.6 [Micanita 5 |[Tela 4
Baquelita 3.6 |Papel 2.3 |Trementina (aguarrds) | 2.2
Cartén comprimido 4 | Papel impregnado 5 |Vidrio 5

SERIE DE POTENCIALES ELECTROQUIMICOS
Diferencia de potencial referida a electrodo de hidrégeno

Material | Volts | Material |Vo|ts ] Material Volts
Aluminio -1.66 | Hidrégeno 0.00 | Platino +1.20
Berilio -1.85| Hierro -0.41|Plomo -0.13
Cadmio -0.40 | Magnesio -2.37| Potasio -2.93]
Calcio -2.87 | Manganeso -1.19| Sodio =271
Cobalto -0.28| Mercurio +0.85| Tungsteno -0.58
Cobre +0.34 [ Niquel -0.23|Zinc -0.76
Cromo -0.74(Oro +1.50
Estaiio -0.14Plata +0.80

Numeros estandarizados mediante una razén
progresiva de acuerdo con la serie E
(Ejemplo para E 6 a E 24)

Serie E 6 (= ¥10) Serie E 12 (= '¥10) Serie E 24 (= ¥10)
1.0 22 4.7 1.0 2.2 4.7 1.0 22 4.7
1.1 2.4 51

1.2 27 5.6 1.2 27 5.6
1.5 33 6.8 1.5 33 6.8 1.5 33 6.8

1.8 3.9 8.2 1.8 39 8.2

10 22 47 10 22 47 10 22 47
etc. etc. etc.




Propiedades magnéticas

Tablas { Z 3

INTENSIDAD DE CAMPO H Y PERMEABILIDAD RELATIVA 1, EN
FUNCION DE LA INDUCCION MAGNETICA B DESEADA

Acero fundido y
Induccién o lamina tipo Lamina de
densidad de flujo | Hierro fundido “dynamo”’ acero aleado
Prero = 3.6 W/Kg|pre1o = 1.3 W/kg
B H Por H " H ®r
tesla gauss
(T=V-s/m?)| (Gs) A/m A/m A/m

0.1 1000 440 | 181 30 | 2650 8.5 | 9390
0.2 2000 740 | 215 60 | 2650 25 | 6350
03 3000 980 | 243 80 [ 2980 40 | 5970
04 4000( 1250 | 254 100 | 4180 65 | 4900
0.5 5000( 1650 | 241 120 | 3310 90 | 4420
0.6 6000 2100 | 227 140 | 3410 125 | 3810
0.7 7000( 3600 | 154 170 | 3280 170 | 3280
08 8000| 5300 | 120 190 | 3350 220 | 2900
09 9000| 7400 | 97 230 | 3110 280 | 2550
1.0 10000| 10300 | 77 295 | 2690 355 | 2240
1.1 11000( 14000 | 63 370 | 2360 460 | 1900
1.2 12000| 19500 | 49 520 | 1830 660 | 1445
13 13000| 29000 | 36 750 | 1380 820 | 1260
14 14000| 42000 | 26 1250 890 2250 495
15 15000| 65000 | 18 2000 | 600 4500 | 265
1.6 16 000 3500 363 8500 150
1.7 17 000 7 900 m 13 100 103
18 18 000 12 000 119 | 21500 67
19 19 000 19100 79 | 39000 39
20 20 000 30 500 52 1115000 14
2.1 21 000 50 700 33

22 22 000 130 000 13

23 23 000 218 000 4

Limite practico
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Tablas

Propiedades magnéticas

VALORES PARA LAMINA TIPO “DYNAMO”
(DE LA NORMA DIN 46 400)

Lamina de aleacion
cl Lamina
ase normal | baja |mediana alta
Tipo 136 113.0 a3 |Iv1is5(iv13
Tamano 750 X
mm x mm 1000 X 2000 1500
Espesor, mm 0.5 0.35
Densidad, kg/dm? 7.8 7.75 7.65 7.6
Valor Preto 36 3.0 23 15 1.3
maximo
de las
pérdidas,
W/kg Preto 8.6 7.2 56 3.7 33
Bas tesla 1.53 1.50 1.47 143
gauss | 15300 | 15000 | 14700 14 300
Valor tesla 1.63 1.60 1.57 1.55
minimo Bso gauss | 16300 [ 16 000 | 15700 15 500
dela on | 5. [tesla | 173 | 171 | 169 1.65
induccidn | B | gayss | 17300 | 17100 | 16900 | 16500
B tesla 1.98 1.95 1.93 1.85
300 gauss | 19800 | 19500 19300 18 500

Explicaciones

B,; = 1.53 tesla significa que una induccién o densidad de flujo
minima de 1.53 T se alcanzara con una intensidad de campo de 25
A/cm. Para una linea de flujo de, p. ej.. 5 cm, se necesitaran pues:
5% 25 =125A.

Pre1o | Pérdidas magnéticas por unidad
Pre1s | de masa con las inducciones de

|10 000 Gs = 1.0 tesla

]15000Gs = 1.5 tesla
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Propiedades de materiales sélidos y liquidos

Zs

Los valores corresponden a las siguientes condiciones *:

Densidad at = 15°C

Temperaturas (o puntos) de fusién y de ebullicién para p = 1.0132 bar

= 760 Torr

Los valores entre paréntesis indican sublimacién, o sea, cambio
directo del estado s6lido al gaseoso

Conductividad térmica a 20°C

Capacidad térmica especifica (o calor especifico) para el intervalo de

temperaturas 0 <t <

100°C

Puntos de

Conduct. Calor
) Densidad| fusion | ebulli- | térmica | especifico
Sustancia p |(soldf.)| cién K c
kg/dm? °C °C  |W/(m'K) M| KJ/(kg'K)®

Aceite de colza 0913 |— 35 300 0.17 1.97
Aceite de linaza 0.94'* 11— 20 316 0.15 .
Aceite para calefaccion| 092 | -5 175-350 0.12 .
Aceite para maquinas 0.91 —5 380-400 0.126 1.67
Aceite para transforms.| 0.87 —5 170 0.15 184
Acero 7.85 |~ 1350 | 2500 47-58 0.46
Acero colado 7.8 ~ 1350 52.3 0.502
Acero dulce 7.85 |~ 1400 | 2500 46.5 0.461
Acero de alta velocidad| 8.4-9.0|~ 1650 | 2600 25.6 0.498
Acetona 0.79® 56.1
Acido acético 1.08 16.8 118 .
Acido cianhidrico 0.7 — 15 27 . .
Acido clorhidrico 10% 1.05 [(—14 102 0.50 3.14
Acido clorhidrico 40% 1.20 . .
Acido fluorhidrico 099 |—925 195
Acido nitrico 1564 (— 1.3 86 0.53 2.72
Acido sulfarico 14991 —-73 |—10 134
Acido sulfarico 50% 1.40 . . .
Acido sulfarico conc. 1.84 10-0( 338 0.5 1.38
Agata ~26 |~ 1600|~2600 | 11.20 0.80
Agua 1.0® 0 100 0.58 4.183
Alcohol 079 |[— 130 78.4 | 0.17-0.23 2.42
Alcohol etilico 95% 0.82»| — 90 78 0.16 .
Alcohol metilico 0.8 — 98 66 251

*Ver las notas en la pagina Z 9



Tablas

z 6 Propiedades de materiales sélidos y liquidos

bonsidad Puntosde | conguct. | Calor
. ensidad| fusion | ebulli- | térmica | especifico
Sustancia p (soldf.)| cién K c
kg/dm? °C °C  [W/(m'K)®f kJ/(kg-K)@
Aluminio fundido 26 658 [~ 2200| 209.3 0.904
Aluminio laminado 27 658 (~ 2200| 209.3 0.904
Ambar 1.0 ~ 300 . . .
Antimonio 6.67 630 | 14.40| 2253 0.21
Arcilla 1.8-2.6 |~1600 2980 0.84 0.92
Arena seca 1.2-1.6 [~1550 2600 0.33 0.80
Arenisca 1.9-26 |~1500 2600 1.3-1.7 0.92
Arsénico 5.72 815 | (633) . 0.348
Asbesto ~25 . . 0.17 0.816
Asfalto (chapopote) 12 |— 15 300 0.19 .
Azufre cristalizado 1.96 113 445 0.27 0.75
Bario 36 700 1537 . 0.29
Benceno (benzol) 0.89 5.4 80 0.137 1.80
Bencina 0.7 — 150 | 50-200 0.16 ~21
Berilio 1.85 1279 . 167.5 1.880
Bismuto 9.8 271 1480| 105 0.13
Bérax 1.72 Ly . . 0.996
Brea (alquitran) 1.08 . .
Bromo 314 |— 73 63 . .
Bronce ~ 80 900 2300| 116-186 0.360
Bronce fosforado 88 900 . 105-116 0.364
Bronce de aluminio 7.7 1040 |~ 2300 | 127.9 0.435
Cadmio 8.64 321 778 921 0.234
Calcio 1.55 800 851 . 0.63
Caliza 1.8-2.8 . . | 0.15-0.23 0.909
Carb6n mineral 1.2-15 . 0.16 1.30
Carbén vegetal 0.3-05 (3540) 0.08 0.84
Carburo de silicio 3.12 . . 15.2 0.67
Caucho (hule) crudo 0.95 125 0.20-0.34 .
Caucho (hule) duro 1.2-1.8 0.17
Cera 0.96 64 65-70 0.084 3.43
Cloroformo 153 |— 70 61 . .
Cobalto 8.8 1490| 3168| 698 0.435
Cobre 893 1083| 2310| 3721 0.394
Cobre fundido 838 1083| 2310| 3721 0.394
Cobre laminado 89 1083| 2310| 3721 0.394
Colofonio 1.07 [100-130 . 0.317 1.88
Concreto armado 24 0.8-1.7 0.88
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Propiedades de materiales sélidos y liquidos

Z7

Puntos de

Conduct.| Calor
Sustancia Densidad| fysi6n | ebulli- | térmica | especifico
P (soldf.)| cién K c
kg/dm3 | °C °C  |W/(mK)®)| kJ/(kg-K)@
Constantan 8.89 |~ 1600 |~ 2400| 233 0.410
Coque 14 . . 0.183 0.84
Corcho 0.2-0.3 . . 0.30 2.05
Corindén 4.0 2050 | 2980 0.7 0.96
Cromo 6.7 |~ 1800| 2200 . 0.452
Cuarzo ~26 |~ 1550| 2590 1.09 0.80
Cuero 0.9-1.0 . . 0.17 1.495
Diamante 35 .| (3540) 8.4 0.3329
Diesel (combustible) 088 |— 5 175 0.13 .
Duraluminio 28 650| 2000 | 129.1 0.92
Elektron 1.8 650 | 1500 | 162.8 1.00
Esmeril 4.0 2200 | 3000 11.6 0.96
Estafio fundido 7.2 232 | 2200 64.0 0.25
Estano laminado 73-15 232 | 2200 64.0 0.25
Estroncio 2.54 797 | 1366 . 0.230
Esteatita 2.6-2.7 1650 . 2.7-2.8 1.05
Eter etilico 073 |— 117 35 0.14 2.26
Fibra de vidrio 0.1-0.2 . 0.03-0.07 0.84
Fibra vulcanizada 1.28 0.21 1.26
Fibracel 15 . 1.357
Fésforo 1.83 442 | 2873 . 0.80
Gas6leo (gasoil) 0.86 |—30 |200-350 0.15 .
Gis 1.8-2.6 . . 09-1.2 0.84
Glicerina 1274 |—20 290 0.29 243
Grafito ~21 (3540) 5.02 0.825
Grasas 0.93 |30-175 |~ 300 0.21 0.63-0.76
Gutapercha ~ 098 148 180 . .
Hielo 09 0 100 17 2.09
Hierro (fierro) 7.86 1530 [~ 3000| 47-58 0.456
Hierro de 1a. fusién 7.0-7.8 1560 2500 52.3 0.54
Hierro de soldadura 7.8 1600 | 2500 54.7 0.515
Hierro forjado 78 |~ 1200 . 47-58 0.461
Hierro fundido 725 |~1200| 2500 48.8 0.532
Hollin 1.6-1.7 . (3540) 0.07 0.84
Incrustacién (calderas) 25 1200 | 2800 1.2-3.0 0.80
Iridio 224 2450 | 4800 59.3 0.134
Ladrillo 14-16 . . 0.8 0.92
Ladrillo refractario 1.8-22 |~ 2000| 2900 0.47 0.88




Zs|

Tablas

Propiedades de materiales sélidos y liquidos

Puntos de
Densidad)| fusion | ebulli- Ctgf,:}g esca'%co
Sustancia P (soldf.)| ci6n x °°§
kg/dm? °C °C  |W/(mK)M| kJ/(kg-K)@®
Latén fundido 8.4-8.7 (900-980|~ 2300 81-105 0.385
Latén laminado 8.5-8.6 [900-980(~ 2300 | 87-116 0.385
Litio 0.53 186| 1336 301.2 0.360
Madera, abedul 0.5-0.8 . . 0.142 1.88
alerce 0.5-0.8 0.12 1.30
arce 0.6-0.9 0.3-05 1.59
chopo 0.4-0.7 0.152 1.42
encino (roble) 0.7-1.0 0.21 239
fresno 0.6-0.9 0.3-0.5 1.59
haya blanca 0.6-0.8 0.143 1.34
haya roja 0.7-09 0.143 1.34
pino blanco 0.5-0.8 0.16 1.30
pino rojo 0.5-0.8 0.1-0.2 1.47
“pock” 1.28 0.19 251
Magnesia 3.2-36
Magnesio 1.74 650 1120( 157.0 1.05
Magnesio de aleacién 18 650| 1500 70-145 1.00
Manganeso 73 1260 1900 . 0.46
Marmol 2.0-2.8 1290| 2870 2.1-35 0.88
Mercurio 13.6 389 357 84 0.138
Metal Babbitt 7.5-10 (300-400| 2100 35-70 0.146
Metal Delta 8.6 950 . 104.7 0.384
Metal rojo 8.8 950| 2300 127.9 0.381
Mica ~30 |~ 1300 0.35 0.88
Minio 8.6-9.1 900 0.7 0.25
Molibdeno 102 |~ 2500| 3560 0.272
Nieve 0.1 0 100 . 4.187
Niquel 8.8 1452| 2400 52.3 0.461
Oro 19.33 1064 2610| 3082 0.130
Osmio 22.48 2500| 5300 . 0.130
Oxido de cromo 5.21 | ~ 2200 0.42 0.75
Oxido de hierro 5.1 1565 . 0.58 0.67
Paladio 115 1549 2200 70.9 0.247
Papel 0.7-1.1 . . . 1.336
Parafina 09 52 300 0.21 3.26
Percloroetileno 162 |— 20 | 119 . 0.904
Petroéter 0.67 |— 160 | 40-70 0.14 1.76
Petréleo 0.80 |— 70 |150-300 0.159 2.09
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Propiedades de materiales sélidos y liquidos

Z

Puntos de

. Conduct. Calor
Densidad| fusion | ebulli- | térmica | especifico
Sustancia p (soldf.)| cién K c
kg/dm? °C °C  |W/(mK)®| kd/(kg-K)@
Pizarra 2.6-2.7 |~ 2000 . 0.42 0.758
Plata 10.5 960 | 2000 418.7 0.234
Plata alem. (alpaca) 8.4-8.7 |~ 1050 . 29.1 0.398
Platino 214 1764 | 3800 69.8 0.130
Plomo 11.34 327 | 1525 35.0 0.130
Porcelana 22-25 1670 . 0.8-1.0 0.92
Potasio 0.86 63| 7622 0.080
Radio 5 700 .
Renio 214 3170 . . 0.147
Rodio 12.3 1960 | 2500 88.3 0.243
Rubidio 1.52 39 696 0.33
Sebo 0.9-1.0 | 40-50 350 0.88
Selenio 4.3-4.8 220 690 0.352
Silicio 2.34 [(~1415 | 2400 . 0.80
Sodio 0.98 97.5| 880 133.7 1.26
Tantalio 16.6 3030 . 733 0.138
Telurio 6.25 455 1390 . 0.201
Trementina (aguarras) 0.87 [—10 160 0.10 1.80
Titanio 45 1800 . . 0.611
Tolueno (toluol) 0.88 |—945 110 0.14 1.59
Torio 113 1845 . . 0.113
Tricloroetileno 147 |— 86 87 0.16 1.30
Tumbaga 8.65 900 | 2300 93-116 0.381
Tungsteno (wolframio) 19.1 ~ 3350 4850 1.9 0.155
Turba 0.64 0.06-1.2 1.88
Uranio 18.7 1850 0.117
Vanadio 5.6 1715 . 0.50
Vidrio plano 25 700 . 0.6-1.0 0.84
Yodo 4.95 113.5| (184) . 0.218
Zinc extruido 6.8 393 | 1000 139.6 0.38
Zinc fundido 6.86 419 920 110.5 0.38
Zinc laminado 7.15 419 920 105.8 0.38

1 W/(m - K) = 0.8598 kcal/(h - m - C)
@ 1 kJ/(kg * K) = 0.2388 kcal/ (kg * C) = 102 kgf - m/(kg - C)

4 Para t = 20°C
@ Parat = 0°C
) Para t = —20°C
® Parat = 4°C
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Propiedades de materiales gaseosos

Tablas

Los valores corresponden a las siguientes condiciones.

Densidadat = 15°Cy p = 1.0132 bar = 760 Torr

Temperaturas de fusion y evaporacién a p = 1.0132 bar

Conductividad térmica at = 20°C y p = 1.0132 bar

Calor especificoat = 20°Cy p = 1.0132 bar

Conduc-
. Punto de tividad Calqr_
Sustancia Densidad| f,sion | ebulli- | térmica especifico
P |isoldf.) | cién A e | o
kg/m3 °C °C W/(mK) | kd/(kg-K)™
Acetileno 1.18 — 84 |— 81 0.017017 167 | 1.34
Acido clorhidrico 1.64 — 114 |- 85 . 0.80 | 0.59
Acido sulfhidrico 154 |- 83 |— 603 . . .
Aire (atmosférico) 1293 |[— 220 | —195 | 0.0221 1.00| 0.7
Amoniaco 077 |- 78.3|— 33.7| 0.01989 222 | 172
Argbén 178 |— 190 |—186 | 0.015912 | 0.54 | 0.33
Azufre 3.41 112 46 | 0.006188 | 0.67 | 0.54
Butano, iso- 2.67 — 145 (— 10 . . .
Butano, n- 270 |- 135 1 . . .
Cloro 322 |-100 |— 34 | 0.014365 | 0.50 | 0.29
Di6xido de azufre 293 |- 73 |— 10 | 0015912 | 0.63 | 0.50
Dib6xido de carbono 196 |— 57 |— 785| 0.01326 084 063
Etileno 126 |— 169 |—102 | 0.034034 | 1.55| 1.21
Gas de alumbrado 055 |— 230 |—210 | 0.05525 2.14| 155
Gas de altos hornos 128 |- 210 [—170 | 0.01989 1.05| 0.75
Gas pobre 122 |-210 |—170 | 0.01989 1.05 | -0.75
Helio 018 |- 272 |—268.8| 0.143 523 | 3.18
Hidrégeno 009 |- 258 |—253 | 0.161993 | 14.28 | 10.13
Kriptéon 37 — 157 [—152 | 0.00878 025 | 0.17
Metano 072 |- 184 |—164 | 0.028067 | 222 [ 1.72
Monéxido de carbono 125 |[—211 [—190 | 0.020995 | 1.05 | 0.75
Neén 0.9 — 249 |—246 | 0.043758 | 1.05| 0.63
Nitrégeno 125 |- 210.5|— 195.7| 0.0221 1.05 | 0.75
Oxigeno 143 |- 219 [—183 | 0.022321 | 092 | 0.67
Ozono 214 |- 251 |—112 .
Propano 202 |- 190 |— 45
Propileno 191 . — 50 . . .
Vapor de agua‘® 0.81 0 100 | 0.016575 | 1.93 | 1.47
Xenén 5.8 — 111 |—106 | 0.0051
1 1 kJ/ (kg * K) = 0.2388 kcal/ (kg - K) 2 At =100°C
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Propiedades térmicas de materiales

COEFICIENTE DE DILATACION LONGITUDINAL « EN (10-°) (K-!)
(para t de 0 a 100°C)

Sustancia @ Sustancia a
Acero dulce 12.0 | Hierro fundido 10.5
Acero niquel 15 Latén 185
(= Invar con 36% Ni) Molibdeno 52
Aluminio 238 Niquel 13.0
Bismuto 135 Oro 14.2
Bronce 17.5 Plata 19.7
Cadmio 30.0 Plata alemana (alpaca) 18.0
Cobre 16.5 Platino 9.0
Constantan 15.2 Plomo 29.0
Cuarzo 0.5 Porcelana 4.0
Estaino 23.0 Tungsteno (wolframio) 45
Esteatita 8.5 Zinc 30.0

COEFICIENTE DE DILATACION VOLUMETRICA 3 EN K-!

(parat = 15°C)
Sustancia B Sustancia B
Agua 0.00018 | Mercurio 0.00018
Alcohol 0.0011 | Petréleo 0.001
Bencina (gasolina) 0.001 Trementina (aguarras) 0.001
Eter 0.0016 | Tolueno (toluol) 0.00108
Glicerina 0.0005
COEFICIENTE DE TRANSMISION DE CALOR k EN W(m? - K)*
Material de Espesor en centimetros
pared 03| 1| 2| 5| 12] 25| 38 ] 51

Caliza 311221714
Concreto armado 43| 35
Concreto de escoria 27 (17 (14 | 1.0
Concreto de grava 41134 |23
Madera 38 | 24|17
Ladrillo 29120 15| 13
Vidrio 58 | 53
Ventanas

Vidrio sencillo, amasillado (con mastique) 5.8

Vidrio doble, 2 cm de separacion, amasillado 2.9

Vidrio doble, 12 cm de separacion, amasillado 23
Techo de tejas, sin y con material para juntas 116y 58,

respectivamente

*Valor aproximado para aire con movimiento ligero en ambos lados l
de la pared
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Propiedades térmicas de materiales

CALOR DE FUSION (POR UNIDAD DE MASA) /;

Sustancia kd/kg® Sustancia kJ/kg
Acero 205 Latéon 168
Aluminio 377 Manganeso 155
Antimonio 164 Mercurio 1.7
Azufre 38 Metal (aleacién) Wood 33.5
Cadmio 46 Naftalina 151
Cobalto 243 Niquel 234
Cobre 172 Oro 67
Cromo 134 Parafina 147
Estano 59 Plata 109
Eter etilico 113 Platino 113
Fenol 109 Plomo 23
Glicerina 176 Potasio 59
Hielo 335 Zinc 117
Hierro colado 126

CALOR DE VAPORIZACION (POR UNIDAD DE MASA) /,
(a 1.0132 bar = 760 Torr)

Sustancia | kJ/kg | Sustancia kJ/kg
Agua 2250 Di6xido de carbono 595
Alcohol 880 Hidrégeno 503
Amoniaco 1410 Mercurio 281
Cloro 293 Nitrégeno 201
Clorometilo 406 Oxigeno 214
Di6xido de azufre 402 Tolueno (toluol) 365

CONSTANTE DE GAS R EN J(kg - K)Y MASA MOLAR M (EN kg/kmol)

Sustancia | R | M | Sustancia | R I M
Acetileno 319 | 26 | Hidrégeno 4124 2
Aire 287 | 29 | Monéxido de carbono | 297| 28
Amoniaco 488 [ 17 | Nitrégeno 297 | 28
Di6xido de azufre 130 | 64 | Oxigeno 260| 32
Di6xido de carbono 189 | 44

(1) 1 kJ/kg = 0.2388 kcal/kg ) 1J/(kg'K) = 0.102 kgf-m/kg-°C)
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Propiedades térmicas de materiales

CAPACIDAD TERMICA ESPECIFICA (MEDIA) c, DE GASES IDEALES
EN kJ/(kg * K) EN FUNCION DE LA TEMPERATURA t

t
(°C)

Cco

N. | N
CO, H, | HO| puro| atm.| O, SO, | Aire

0
100
200
300
400

500
600
700
800
900

1000
1100
1200
1300
1400

1500
1600
1700
1800
1900

2000
2100
2200
2300
2400

2500
2600
2700
2800
2900
3000

1.039
1.041
1.046
1.054
1.064

1.075
1.087
1.099
1.110
1.121

1.131
1141
1.150
1.158
1.166

1.173
1.180
1.186
1.193
1.198

1.204
1.209
1.214
1.218
1.222

1.226
1.230
1.234
1.237
1.240
1.243

0.8205| 14.38 | 1.858 | 1.039 | 1.026 |0.9084| 0.607 | 1.004
0.8689( 14.40 | 1.874 | 1.041 | 1.031 [0.9218| 0.637 | 1.031
0.9122( 14.42 | 1.894 | 1.044 | 1.035 (0.9355| 0.663 | 1.013
0.9510( 14.45 | 1.918 | 1.049 | 1.041 [0.9500( 0.687 | 1.020
0.9852( 14.48 | 1.946 | 1.057 | 1.048 (0.9646| 0.707 | 1.029

1.016 | 14.51 [ 1.976 | 1.066 | 1.057 |0.9791| 0.724 | 1.039
1.043 | 14.55 | 2.008 | 1.076 | 1.067 |0.9926( 0.740 | 1.050
1.067 | 14.59 |2.041 | 1.087 | 1.078 |1.005 | 0.754 | 0.061
1.089 | 14.64 | 2.074 | 1.098 | 1.088 | 1.016 | 0.765 | 1.072
1.109 [ 14.71 | 2.108 | 1.108 | 1.099 |1.026 | 0.776 | 1.082

1.126 | 14.78 [ 2.142 [ 1.118 | 1.108 [1.035 | 0.784 | 1.092
1.143 [ 14.852.175 | 1.128 | 1.117 | 1.043 | 0.791 | 1.100
1.157 | 14.94 1 2.208 | 1.137 | 1.126 |1.051 | 0.798 | 1.109
1.170 | 15.03 | 2.240 | 1.145 | 1.134 | 1.058 | 0.804 | 1.117
1.183 | 15.12 [ 2.271 | 1.153 | 1.142 |1.065 | 0.810 | 1.124

1.195 | 15.21 | 2.302 | 1.160 | 1.150 |1.071 | 0.815 | 1.132
1.206 | 15.30 | 2.331 | 1.168 | 1.157 |1.077 | 0.820 | 1.138
1.216 | 15.39 |12.359 | 1.174 | 1.163|1.083 | 0.824 | 1.145
1.225 | 15.48 [ 2.386 | 1.181 | 1.169 |1.089 | 0.829 | 1.151
1.233 | 15.56 1 2.412 | 1.186 | 1.175 |1.094 | 0.834 | 1.156

1.241 | 15.65 | 2.437 | 1.192 | 1.180 |1.099 | 0.837 | 1.162
1.249 | 15.74 [ 2.461 | 1.197 [ 1.186 |1.104 1.167
1.256 | 15.82 | 2.485 | 1.202 | 1.191 |1.109 1.172
1.263 | 15.91 (2.508 | 1.207 | 1.195 |1.114 1.176
1.269 | 15.99 12.530 | 1.211 | 1.200 |1.118 1.181

1.275 | 16.07 | 2.652 | 1.215 | 1.204 |1.123 1.185
1.281 [ 16.14 | 2.573 | 1.219 | 1.207 |1.127 1.189
1.286 | 16.22 [ 2.594 | 1.223 | 1.211 [1.131 1.193
1.292 | 16.28 | 2.614 | 1.227 | 1.215 |1.135 1.196
1.296 | 16.352.633 | 1.230 | 1.218 |1.139 1.200
1.301 | 16.42 | 2.652 | 1.233 | 1.221 |1.143 1.203

Calculada a partir de datos en
E. Schmidt, Einfihrung in die Technische Thermodynamik,
9a. edicién, Springer, 1962, Berlin/Géttingen/Heidelberg.
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Propiedades térmicas de materiales

CONSTANTE DE RADIACION C EN (10-%) W/m? - K*) A 20°C

Material (o} Material (o}
Acero mate 5.40 [Latén mate 1.25
Acero pulido 0.34 |Latén pulido 0.28
Agua 3.70 |Madera cepillada 4.40
Aluminio mate 0.40 | Niquel pulido 0.40
Aluminio pulido 0.23 |Plata pulida 0.17
Cobre oxidado 3.60 |[Porcelana vidriada 5.22
Cobre pulido 0.28 |Vidrio liso 5.30
Estano pulido 0.34 |Zinc mate 5.30
Hielo 3.60 |Zinc pulido 0.28
Hollin 5.30 |[Superficie del cuerpo
Ladrillo 5.30 |negro (radiador absoluto) | 5.67

COLORES DE INCANDESCENCIA DEL ACERO Y TEMPERATURAS
CORRESPONDIENTES

t t

Tono C) Tono c)
rojo oscuro 680 | rojo amarillento 950
rojo cereza oscuro 740 | amarillo 1000
rojo cereza medio 770 | amarillo claro 1100
rojo cereza claro 800 |blanco 1300
rojo claro 850 0 mas
rojo muy claro 900

COLORES DE ESTIRADO DEL ACERO Y TEMPERATURAS

CORRESPONDIENTES
T t t

ono °c) Tono c)
amarillo palido 200 | azul plambago 300
amarillo paja 220 | azul claro 320
castano (café) 240 | gris azul 350
purpura 260 | gris 400
violeta 280
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Propiedades hidrodinamicas

RUGOSIDAD k
(De Richter, Rohrhydraulik)

Material y
clase de tuberia Estado k en mm
Tubo:de deero. Sih de laminado tipico 0.02 - 0.06
costura, Iamlnaqo decapado 0.03-0.04

o extruido (cali- galvanizado por inmersién | 0.07 - 0.10

dad comgrclall. galvanizado comercial 0.10-0.16

nuevo
con oxidaciéon uniforme
normal aprox. 0.15
con oxidacién moderada e
Tubo de acero, incrustacién ligera 0.15-0.4
usado incrustaciéon mediana aprox. 1.5
incrustacién intensa 2-4
limpiado después de uso
prolongado 0.15-0.20
de fundido tipico, nuevo 02-06
embetunado, nuevo 0.1-0.13
oxidado 1-15
Tuboide hierro con Aincrustacit’)}n 15-4
fundido limpiado después
de uso prolongado 03-15
de tipo medio en
instalaciones urbanas 12
muy oxidado 45
soldado, nuevo aprox. 0.18
_— remachado, nuevo
Tubo de lamina de con costura ligera aprox. 1
acero soldada o con costura fuerte hasta 9
remachada limpiado, de 25 anos
de uso, severamente
incrustado 125
VISCOSIDAD DINAMICA 7 EN kg/(m ' s)
(Valores aproximados)

t en°C 0 |10 |(20| 30|40 | 50 (6070 | 80| 100
Agua X 107 179 [ 131/100 | 80 | 65 | 55| 47 | 41 | 36 [ 28
Aceites 10 | 310| 120 79| 45| 29| 20 | 13 | 10 6 5

para 20 | 720| 320(170| 95| 52 | 33 | 22 | 16 | 12 7
motores 30 [1530| 600(310 (150 86 | 61 | 34 | 24 | 17 | 10
SAE 40 (2610| 950( 430|220 |120 | 72 | 45 | 31 [ 22 | 12
x 10 50 13820115301 630 13101160 | 97 | 59 | 41 | 28 | 15




Proporciones en peso en % (promedios)

sauoioea|y
se|jqe]

Aleacién
Cu Zn Pb Sn Sb Al Fe Ni P Otros
Bronce 80-83 20-17
Bronce fosforado 86-90 0-4 7-1
Bronce de aluminio 98-82 2-18
Bronce de niquel 50-70 50-30
Bronce para chumaceras 82 16.5 1 0.5
Cuproniquel 79 4 15 Mn: 2
Estano-plata 95 Ag: 5
Laton 80-57 | 20-43
Latén duro 60-56 | 38-43 2-1
Latén de aluminio 60 32 8
Latén de niquel 50 394 0.1 0.5 10 -0.8
Magnalio 80 Mg: 20
Metal antifriccion 5 85 10
Metal Babbitt (o blanco) 5-9 80-73 | 10-18
Metal Delta 55-63 | 43-36 0-1 0-1.5 -0.06 | -0.01 Mn: ~ 1
Metal Monel 30 70
Metal rojo 82-86 0-6 0-0.1 | 168
Metal rojo duro 70 9 7 9 5
Plata alemana (alpaca) 50 30 20
Tumbaga 80-95 | 20-5

LV Z



Modulo | Clase | Esfuerzo | Esfuerzo | Esfuerzo | Esfuerzo Esfuerzo
M | elastico de de aplas- | deten- de com- por Esfuerzo por
ateria E carga*| tamiento sion presion flexion | cortante torsion
Ta(perm.) Ot (perm.) Tc(perm.) Of (perm.) T (perm.) Tt (perm.)
Acero dulce | 80-120 100-150 100-150 | 110-165 72-100 65- 95
210 000 1} 50- 70 65- 95 65- 95 70-105 48- 75 40- 60
St 37-11 1l 27- 33 45- 70 45- 70 50- 75 35- 50 30- 45
Acero dulce | 100-150 140-210 140-210 | 150-220 96-144 85-125
210 000 1l 70-100 90-135 90-135 | 100-150 64- 96 55- 85
St 50-11 1l 36- 50 65- 95 65- 95 70-105 32- 48 40- 60
Acero fundido | 80-100 60-120 90-150 90-120 72- 95 36- 48
220 000 1] 53- 67 40- 80 60-100 60- 80 48- 64 24- 32
GS-38 1 27- 33 20- 40 30- 40 24- 32 12- 16
Hierro fundido | — 35- 45 85-115 40- 55 35- 50 30- 45
100 000 1} — 27- 37 55- 75 25- 40 25- 35 20- 30
GG-14 1l - 20- 30 20- 30 20- 25 20- 25 15- 20
Hierro maleable | 50- 80 45- 70 60- 90 45- 70 — 30- 40
— Il 33- 53 30- 47 40- 60 30- 47 — 20- 27
GTW-35 1l 17- 27 15- 23 — 15- 23 - 10- 13
Cobre laminado | 35- 50 40- 54 40- 54 40- 54 — —
110 000 I 23- 50 27- 36 27- 36 27- 36 — —
D-Cu F20 1 12- 17 13- 18 13- 18 — —
Bronce fosforado | 50- 75 60- 90 60- 90 60- 90 45- 70 45- 70
90 000 1l 33- 50 40- 60 — 40- 60 30- 47 30- 47
CuSn6 F56 1] 17- 25 20- 30 — 20- 30 15- 23 15- 23

*Ver explicaciones en P 1

(z-ww/N) $318ISINY3d SOZY¥3IN4S3
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Mébdulo Esfuerzo por flexion Médulo Esfuerzo

. elastico Clase erm elastico por

Material axial de 1 perm) angular torsion

E carga*® A B C G Tt(perm)
Acero para resortes | 1000 500 150 650
C75, templado y 210 000 ] 750 350 120 80 000 500
revenido n 500 250 80 350
Latén | 200 100 40 120
110 000 1] 150 80 30 42 000 100
CuZn37 HV150 n 100 50 20 80
Plata alemana | 300 150 50 200
142 000 1] 250 120 40 55 000 180
CuNi18 Zn20 HV160 1] 200 100 30 150
Bronce | 200 100 40 120
110 000 I 150 80 30 42 000 100
CuSn6 Zn HV190 n 100 50 20 80
Bronce | 300 150 50 200
117 000 1] 220 110 40 45 000 180
CuSn8 HV190 n 150 80 30 150

sejejow ap sesjuessw sepepajdoid

*Ver explicaciones en P 1

A: Para resortes sencillos (factor de seguridad FS == 1.5)
B: Para resortes curvos y enrollados (FS = 3)
C: Para resortes sin efecto secundario (FS = 10)

d0d S3T9ISINYId SOZY3N4S3 A AvaldlLsvyi3 3d SOTNAOW

6L 7

Vivd SOOJILSYT3 SITVINILVIN 3d NOISHOL d30d A NOIX31d
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Friccion y rodamiento

COEFICIENTES PARA FRICCION CINETICA (u) Y

FRICCION ESTATICA (u.)

o
[ [
‘ 3 kY sl 8| 8 €
Material @ =) © @ o <
sobre « © ks] » ® o
en contacto - c i~ c c c =
s | 8 [83| ® | 8 |83
bronce 020 | 0.10 | 0.06 0.11
Bronce h. fund. 0.18 0.08
acero 0.18 0.07 | 0.19
Enci encino || | 0.50 0.60
ncino encino # | 0.30 0.50
Hierro h. fund. 0.31 0.10 0.16
fundido(gris)| acero 0.18 0.33
Caucho asfalto 050 | 0.30 | 0.20
(hule) concreto | 0.60 | 0.50 | 0.30
Cuerda de madera
canamo (comun) 050
Banda de encino 0.40 0.50
cuero h. fund. 0.40 0.40 0.20 | 0.40 0.50 | 0.25
encino 0.08 | 0.26 0.65 | 0.30
Acero hielo 0.014 0.027
acero 0.10 0.10 | 0.15 0.12

RESISTENCIA AL RODAMIENTO

Materiales en contacto

Factor f en mm#*

Caucho sobre asfalto

Caucho sobre concreto

Madera lignum vitae sobre madera /. vitae
Acero sobre acero (duro: cojinetes)

Acero sobre acero (suave)

Olmo sobre madera /. vitae

1.0
15
5.0
0.05
0.5
8.0

Il Movimiento en la direccién de las fibras de ambos cuerpos

< Movimiento perpendicular a las fibras
*Brazo de palanca de la fuerza resistente.
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Luminotecnia

‘221

ILUMINACION MEDIA E, (lux)

S6lo para Alumbrado general
Tipo de instalacién alumbrado y localizado
general | Localizado | General

Talleres, rudo 80 100 20
de acuerdo normal 160 400 40
con la clase preciso 300 1000 80
de trabajo muy preciso 600 4000 300
Habitaciones, débil 40
en que el moderado 80
alumbrado es brillante 150
Alumbrado escaso 5
publico, en mediano 10
sitios con intenso 20
transito muy intenso 40
Patios de ligero 5
fabricas, con pesado 20
transito

EFICACIA DE ILUMINACION 7

Tipo de alumbrado

Tono de color en la superficie iluminada

claro mediano oscuro
Directo 0.50 0.40 0.30
Indirecto 0.35 0.20 0.05
Con reflector
Pablico profundo ! amplio ! alto
0.45 0.40 0.35
FLUJO LUMINICO ¢, (kilolimenes, kim)
Lamparas P. | W 15 | 25 | 40| 60 | 75 | 100
incandescentes, ¢, | kim |0.12 |0.23 | 043 |0.73 | 0.96| 1.38
de tipo normal P, | W | 150 | 200 | 300 | 500 | 1000] 2000
. Vv el.
(al voltaie de 220 V) @, | Kim | 2.22] 3.15| 50 | 8.4 | 188 | 400
Lamparas fluorescentes,
tubulares de 38 mm Po | W | 15|20 | 25 | 40 | 65
de didmetro. Para tipos ¢y | kim | 059|122(1.71]298|4.78
“blanco claro” y
“luz de dia”
Lamparas de vapor de P, | W | 125 | 250 | 400 | 700 | 1000 | 2000
mercurio, alta presién ¢, | kim] 56 | 12 21 37 52 | 125

P.. Potencia eléctrica (en watts)
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Funciones trigonométricas

< SENO

x 0 10’ 30° 40° 50° 60°
0| 0-0000 [ 0-0029 | 0-0058 [ 0-0087 | 0-0116 | 0-0145 [ 0-0175 | 89
1[0-0175] 0-0204 | 0-0233 | 0-0262 | 0-0291 | 0-0320 | 0-0349 | 88
2[0-0349| 0-0378 | 0-0407 | 0-0436 | 0-0465 | 0-0494 | 0-0523 | 87
3] 0-0523| 0-0552 | 0-0581 | 0-0610 | 0-0640 | 0-0669 | 0-0698 | 86
4]0-0698| 0-0727 | 0-0756 | 0-0785 | 0-0814 | 0-0843 | 0-0872 | 85
5| 0-0872| 0-0901 | 0-0929 | 0-0958 | 0-0987 | 0-1016 | 0-1045 | 84
60-1045| 0-1074 [ 0-1103 | 0-1132 [ 0-1161 [ 0-1190 | 0-1219 | 83
7]0-1219( 0-1249 [ 0-1276 [ 0-1305 | 0-1334 | 0-1363 | 0-1392 | 82
8]0-1392| 0-1421 [ 0-1449 [ 01478 | 0-1507 | 0-1536 | 0- 1564 | 81
9| 0-1564 [ 0-1593 | 0-1622 [ 0-1650 | 0-1679 | 0-1708 | 0-1736 | 80
10 0-1736| 0-1765 | 0-1794 | 0-1822 | 0-1851 | 0-1880 | 0-1908 | 79
11 0-1908| 0-1937 | 0-1965 | 0-1994 | 0-2022 | 0-2051 [ 0-2079 | 78
12 [0-2079| 0-2108 | 0-2136 | 0-2164 | 0-2193 | 0-2221 | 0-2250 [ 77
13| 0-2250| 0-2278 | 0-2306 | 0-2334 | 0-2363 | 0-2391 | 0-2419 [ 76
14 [ 0-2419| 0-2447 | 0-2476 | 0-2504 | 0-2532 | 0-2560 | 0-2588 | 75
15| 0-2588| 0-2616 | 0-2644 | 0-2672 | 0-2700 | 0-2728 | 0-2756 | 74
16 [ 0-2756 | 0-2784 | 0-2812 | 0-2840 | 0-2868 | 0-2896 | 0-2924 | 73
17| 0-2924 | 0-2952 | 0-2979 | 0-3007 | 0-3035 | 0-3062 | 0-3090 | 72
18| 0-3090 | 0-3118 | 0-3145 | 0-3173 | 0-3201 | 0-3228 | 0-3256 | 71
19| 0-3256 | 0-3283 | 0-3311 | 0-3338 | 0-3365 | 03393 [ 0-3420 | 70
20 | 0-3420 | 0-3448 | 0-3475 | 0-3502 | 0-3529 | 0-3557 [ 0-3584 | 69
21| 0-3584| 0-3611 | 0-3638 | 0-3665 | 0-3692 | 0-3719 | 0-3746 | 68
22 | 0-3746 | 0-3773 | 0-3800 | 0-3827 | 0-3854 | 0-3881 | 0-3907 [ 67
23] 0-3907| 0-3934 | 0-3961 | 0-3987 | 0-4014~| 0-4041 | 0-4067 | 66
24 | 0-4067 | 0-4094 | 0-4120 | 0-4147 [ 0-4173 | 0-4200 | 0-4226 | 65
25 | 0-4226 | 0-4253 | 0-4279 | 0-4305 [ 0-4331 | 0-4358 | 0-4384 | 64
26 | 0-4384 | 0-4410 | 0-4436 | 0-4462 | 0-4488 | 04514 | 04540 | 63
27 | 04540 | 0-4566 | 0-4592 | 0-4617 | 0-4643 | 0-4669 | 0-4695 | 62
28 | 04695 | 0-4720 | 0-4746 | 0+4772 [ 0-4797 | 0-4823 | 0-4848 | 61
29 | 0-4848 | 0-4874 | 0-4899 | 0-5924 [ 0-4950 | 04975 | 0+5000 | 60
30 | 0-5000 | 0-5025 | 0-5050 | 0-5075 | 0+5100 05125 | 05150 | 59
31]0.5150 [ 0-5175 | 0-5200 | 0-5225 | 0-5250 | 0-5275 | 0-5299 | 58
32 |0.5299 | 0-5324 | 0-5348 | 0-5373 | 0-5398 | 0-5422 | 0-5446 | 57
33| 0.5446 [ 0.5471 | 0-5495 [ 0.5519 | 0-5544 | 0-5568 | 0-5592 | 56
34 |0-5592 [ 0-5616 | 0-5640 | 0-5664 | 0-5688 | 0-5712 | 0-5736 | 55
35]0.5736 | 0-5760 | 0-5783 | 0-5807 | 0-5831 | 0-5854 | 0-5878 | 54
36 | 0-5878 | 0.5901 | 0-5925 | 0-5948 | 0-5972 | 0-5995 | 0-6018 | 53
37 |0-6018 | 0-6041 | 0-6065 | 0-6088 | 0-6111 [0-6134 [ 0-6157 | 52
38 |0-6157 | 0-6180 | 0-6202 | 0-6225 | 0-6248 | 0-6271 [ 0-6293 [ 51
39| 0-6293 | 0-6316 | 0-6338 | 0-6361 | 0-6383 | 0-6406 | 0-6428 | 50
40 | 0-6428 | 06450 | 0-6472 | 0+6494 | 0-6517 | 0-6539 | 0-6561 | 49
41 [ 0-6561 | 0-6583 | 0-6604 | 0-6626 | 0-6648 | 0-6670 | 0-6691 [ 48
42 [ 0-6691| 0-6713 | 0-6734 [ 0-6756 | 0-6777 | 0-6799 | 0-6820 | 47
43 [ 0-6820 | 0-6841 | 0-6862 | 0+6884 | 0+6905 | 0-6926 | 0-6947 [ 46
44 [ 0-6947 | 0-6967 | 0-6988 | 0-7009 | 0-7030 | 0-7050 | 0+7071 | 45
60" 50° 40’ 30° 20" 10’ o0 |2
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< COSENO

« 0 10 30° 50" 60"
0 1-0000 | 1-0000 | 1-0000 | 1-0000 | 0-9999 | 0-9999 | 0-9998 | 89
1[0-9998 | 0-9998 | 0-9997 | 0-9997 | 0-9996 | 0-9995 | 0-9994 | 88
210-9994 | 0-9993 [ 0-9992 | 0-9990 | 0-9989 | 0-9988 | 0-9986 | 87
3(0-9986 [ 0-9985 | 0-9983 | 0-9981 | 0-9980 | 0-9978 | 0-9976 | 86
410-9976 | 0-9974 [ 0-9971 | 0-9969 | 0-9967 | 0-9964 | 0-9962 | 85
510-9962 [ 0-9959 | 0-9957 | 0-9954 | 0-9951 | 0-9948 | 0-9945 | 84
61 0-9945 | 0-9942 | 09939 | 0-9936 | 0-9932 | 0-9929 | 0-9925 | 83
7]0-9925 | 0-9922 | 0-9918 | 0-9914 | 0-9911 | 0-9907 | 0-9903 | 82
810-9903 [ 0-9899 | 0-9894 | 0-9890 | 0-9886 | 0-9881 | 0-9877 | 81
9]0-9877 | 0-9872 | 0-9868 | 0-9863 | 0-9858 | 0-9853 | 0-9848 | 80
10| 0-9848 | 0-9843 | 09838 | 0-9833 | 0-9827 | 0-9822 | 0-9816 | 79
11]0-9816 | 0-9311 | 0-9805 | 0-9799 | 0-9793 | 0-9787 | 0-9781 | 78
12[0-9781 | 0-9775 | 0-9769 | 0-9763 | 0-9757 | 0-9750 | 0-9744 | 77
13 0-9744 | 0-9737 | 0-9730 | 0-9724 | 0-9717 | 0-9710 | 0-9703 | 76
14 0-9703 [ 0-9696 | 0-9689 | 0-9681 | 0-9674 | 0-9667 | 0-9659 | 75
15 [ 0-9659 | 0-9652 | 0-9644 | 0-9636 | 0-9628 | 0-9621 | 0-9613 | 74
161 0-9613 [ 09605 | 0-9596 | 0-9588 | 09580 | 0-9572 | 0-9563 | 73
17 0-9563 | 0-9555 | 0-9546 | 0-9537 | 0-9528 | 0-9520 | 0-9511 | 72
18 0-9511 | 0-9502 | 0-9492 | 0-9483 | 0-9474 | 0-9465 | 0-9455 | 71
19| 0-9455 | 0-9446 | 0-9436 | 0-9426 | 0-9417 | 0-9407 | 0-9397 | 70
20| 0-9397 | 0-9387 | 09377 | 0-9367 | 0-9356 | 0-9346 | 0-9336 | 69
21 [0-9336 | 0-9325 | 0-9315 | 0-9304 | 0-9293 | 0-9283 | 0-9272 | 68
22| 0-9272 | 09261 | 0- 9250 | 0-9239 | 0- 9228 | 0-9216 | 0- 9205 | 67
23 [0-9205 | 0-9194 | 0-9182 [ 0-9171 | 0-9159 | 0-9147 | 0-9135 | 66
24 [ 0-9135 | 0-9124 | 0- 9112 [ 0-9100 | 0- 9088 | 0-9075 | 0- 9063 | 65
25 0-9063 | 0-9051 | 0-9038 | 0-9026 | 0-9013 | 0-9001 | 0-8988 | 64
26 [ 0-8988 | 0-8975 | 0-8962 | 0-8949 | 0-8936 | 0-8923 | 0-8910 | 63
27 [ 0-8910 | 0-8897 | 0-8884 | 0-8870 | 0-8857 | 0-8843 | 0-8829 | 62
28| 0-8829 | 0-8816 | 0-8802 | 0-8788 | 0-8774 | 0-8760 | 0-8746 | 61
29| 0-8746 | 0-8732 | 0-8718 | 0-8704 | 0-8689 | 0-8675 | 0-8660 | 60
30 | 0-8660 | 0-8646 | 0-8631 | 0-8616 | 0-8601 | 0-8587 | 0-8572 | 59
31]0-8572 | 0-8557 | 0-8542 | 0-8526 | 0-8511 | 0-8496 | 0-8480 | 58
32 | 08480 | 0-8465 | 0-8450 | 0-8434 | 0-8418 | 0-8403 | 0-8387 | 57
33| 0-8387 [ 0-8371 | 0-8355 | 0-8339 | 0-8323 | 0-8307 | 0-8290 [ 56
34| 0-8290 | 0-8274 | 0-8258 | 0-8241 | 0-8225 | 0-8208 | 0-8192 | 55
35]0-8192 | 0-8175 | 0-8158 | 0-8141 | 0-8124 | 0-8107 | 0-8090 | 54
36 | 0-8090 | 0-8073 | 0-8056 | 0-8039 | 0-8021 | 0-8004 | 0- 7986 | 53
37| 0-7986 | 0-7969 | 0-7951 | 0- 7934 | 0-7916 | 0-7898 | 0- 7880 | 52
38 | 0- 7880 | 0- 7862 | 0- 7844 | 0- 7826 | 0-7808 | 0- 7790 | 0- 7771 | 51
39 | 07771 [ 0-7753 | 0-7735 | 0- 7716 | 0-7698 | 0- 7679 | 0- 7660 | 50
40 [ 0-7660 | 0-7642 | 0-7623 | 0-7604 | 0-7585 | 0-7566 | 0-7547 | 49
410-7547 | 0-7528 | 0-7509 | 0-7490 | 0+ 7470 | 0-7451 | 0-7431 | 48
42 [0-7431 | 0-7812 | 0-7392 | 0-7373 | 0-7353 | 0-7333 | 0-7314 | 47
4310-7314 | 0-7294 | 0-7274 | 0-7254 | 0-7234 | 0-7214 | 0-7193 | 46
44 [0-7193 | 0-7173 | 0-7153 | 0-7133 | 0-7112 | 0-7092 | 0-7071 | 45
60’ 50° 40’ 30" 20" 10° o0 |2
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Funciones trigonométricas

o TANGENTE

& 0 10° 20° 30° 40° 50° 60"
0| 0-0000 | 0:0029 | 0-0058 [ 0-0087 | 0-0116 | 0-0145 | 0-0175 | 89
1]0-0175 | 0-0204 | 0-0233 | 0-0262 | 0-0291 | 0-0320 | 0-0349 | 88
2]0-0349 | 0-0378 | 0-0407 | 0-0437 | 0-0466 | 0-0495 | 0-0524 | 87
3| 0-0524 | 0-0553 | 0-0582 | 0-0612 | 0-0641 | 0-0670 | 0-0699 | 86
4]0-0699 | 00729 [ 00758 | 0-0787 | 0-0816 | 0-0846 | 0-0875 | 85
5|0-0875 | 0-0904 | 0-0934 | 0-0963 | 0-0992 | 0- 1022 | 0-1051 | 84
6(0-1051 | 0-1080 [ 0-1110 [ 0-1139 | 0-1169 | 0-1198 | 0- 1228 | 83
7]0-1228 | 0-1257 | 0-1287 | 0-1317 [ 0- 1346 | 0-1376 | 0- 1405 | 82
8]0-1405 | 0-1435 | 0- 1465 | 0-1495 | 0-1524 | 0- 1554 | 0- 1584 | 81
9| 0-1584 | 0-1614 | 0-1644 | 0-1673 | 0-1703 | 0-1733 [ 0-1763 | 80
10 [0-1763| 01793 | 0-1823 | 0-1853 | 0-1883 | 0-1914 | 0-1944 | 79
1110-1944 | 0-1974 | 0-2004 | 0-2035 | 02065 | 0-2095 | 0-2126 | 78
12 [0-2126 | 0-2156 | 0-2186 | 0-2217 | 0-2247 | 0-2278 | 0-2309 | 77
13[0-2309 | 0-2339 | 0-2370 | 0-2401 | 0-2432 | 0-2462 | 0-2493 [ 76
14| 0-2493 | 0-2524 | 0-2555 | 0-2586 | 0-2617 | 0-2648 | 0-2679 | 75
15[ 0-2679 | 0-2711 | 0-2742 | 0-2773 | 0-2805 | 0-2836 | 0-2867 | 74
16 [ 0-2867 | 0-2899 | 0-2931 | 0-2962 | 0-2994 | 0-3026 | 0-3057 | 73
17 [0-3057 | 0-3089 | 0-3121 | 0-3153 | 0-3185 | 0-3217 | 0-3249 | 72
18| 0-3249 | 0-3281 | 0-3314 | 0-3346 | 0-3378 | 0-3u11 | 0-3u43 | 71
19 [0-3443 | 0-3476 | 0-3508 | 0-3541 | 0-3574 | 0-3607 | 0-3640 | 70
20 [ 0-3640 | 0-3673 | 0-3706 | 0-3739 | 0-3772 | 0-3805 | 0-3839 | 69
21 [0-3839 | 0-3872 | 0-3906 | 0-3939 | 0-3973 | 0-4006 | 0-4040 | 68
22 [ 0-4040 | 0-4074 | 0-4108 | 0-4142 | 0-4176 | 0-4210 | 0-4245 | 67
23 0-4245 | 0-4279 | 0-4314 | 0-4348 [ 0-4383 [ 0-4417 | 0-4452 | 66
24 | 0-4452 | 0-4487 | 0-4522 | 0-4557 | 0-4592 | 0-4628 | 0-4663 | 65
25 | 0-4663 | 0-4699 | 0-4734 | 0-4770 | 0-4806 | 0-4841 | 0-4877 | 64
26 [ 0-4877 | 0-4913 | 0-4950 | 0-4986 | 0-5022 | 0-5059 | 0-5095 | 63
27 10-5095 | 0-5132 | 0-5169 | 0-5206 | 0-5243 | 0-5280 | 0-5317 | 62
28 [ 0-5317 | 0-5354 | 0-5392 | 0-5430 | 0-5467 | 0-5505 | 0-5543 | 61
29[ 0-5543 | 0-5581 | 0-5619 | 0-5658 | 0-5696 | 0-5735 | 0-5774 | 60
30 | 0-5774 [ 0-5812 [ 0-5851 | 0-5890 | 0-5930 | 0-5969 | 0-6009 | 59
31 | 0-6009 | 0-6048 | 0-6088 | 0-6125 | 0-6168 | 0-6208 | 0-6249 | 58
32 | 0-6249 | 06289 | 0-6330 | 0-6371 | 0-6412 [ 0-6453 | 0-6494 | 57
331 0-6494 [ 0-6536 | 06577 | 0-6619 | 0-6661 | 0-6703 | 0-6745 [ 56
34 | 0-6745 | 06787 | 0-6830 | 0-6873 | 0-6916 | 0-6959 [ 0-7002 | 55
35| 0-7002 | 0-7046 | 0-7089 | 0-7133 | 0-7177 | 0-7221 | 0- 7265 | 54
36 | 0-7265 | 0-7310 | 0-7355 | 0-7400 | 0-7445 | 0-7490 | 0-7536 | 53
37|0-7536 | 0-7581 | 0-7627 | 0-7673 | 0-7720 | 0-7766 | 0-7813 | 52
38 [0-7813 | 0-7860 | 0-7907 | 0-7954 | 0-8002 | 0-8050 | 0-8098 | 51
39 |0-8098 | 0-8146 | 0-8195 | 0-8243 | 0-8292 | 0-8342 | 0-8391 | 50
40 [0-8391 | 0-8441 | 0-8491 | 0-8541 | 0-8591 | 0-8642 |0-8693 | 49
41| 0-8693 | 0-8744 | 0-8796 | 0-8847 | 0-8899 | 0-8952 | 0-9004 | 48
42 [ 0-9004 | 0-9057 | 0-9110 | 0-9163 | 0-9217 | 0-9271 | 0-9325 | 47
43 10-9325 | 0-9360 | 0-9435 | 0-9490 | 0-9545 | 0-9601 | 0-9657 | 46
44 [0-9657]0-9713 | 0-9770 | 0-9827 | 0-9884 | 0-9942 | 1-0000 | 45
60" 50° 40" 30° , 10’ o | g
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) COTANGENTE

& o’ 10" 20’ 30’ 40’ 50" 60’
0| oo 343-77 | 171-89 [ 114-59 | 85-940 | 68-750 | 57-290 | 89
1]57-290 | 49-104 | 42-964 | 38-188 | 34-368 | 31-242 | 28-636 | 38
2128-636 | 26-432 | 24-542 | 22-904 | 21-470 | 20-206 | 19-081 | 87
3[19-081[18:075 | 17-169 | 16-350 | 15-605 | 14-924 | 14-301 | 86
4 14-301 | 13-727 | 13-197 [ 12-706 | 12-251 | 11-826 | 11-430 | 85
5 11-430 [ 11-059 [ 10-712 | 10-385 | 10078 | 9-7882 | 9-5144 | 84
695144 | 9-2553 | 9-0098 | 8-7769 | 8:5556 | 8-3450 | 8- 1443 | 83
7|8-1443 | 7-9530 [ 7-7703 | 7-5957 | 7-4287 | 7-2687 | 7-1154 | 82
8] 71154 | 6-9682 | 6-8269 | 6-6912 | 6-5605 | 6-4348 | 6-3137 | 81
9|6:-3137 | 6-1970 | 6-0844 | 5-9758 | 5-8708 | 5-7694 | 5-6713 | 80
101 5-6713 [ 5-5764 | 5-4845 | 5-3955 | 5-3093 | 5-2257 | 5-1446 | 79
11| 5-1446 | 5-0658 | 4-9894 | 4-9152 | 4-8430 | 4-7729 | 4-7046 | 78
12 | 4-7046 | 4-6382 | 4-5736 | 4-5107 | 4-4494 | 4-3897 | 4-3315 | 77
13| 4-3315 | 4-2747 | 4-2193 | 4:1653 | 4-1126 | 4-0611 | 4-0108 | 76
14| 4-0108 | 3-9616 | 3-9136 | 3-8667 | 3-8208 | 3-7759 | 3-7320 | 75
15 3-7320 | 3-6891 | 3-6470 | 3-6059 | 3-5656 | 3-5261 | 3-4874 | 74
16 | 3-4874 | 3-4495 | 3-4124 | 3-3759 | 3-3402 | 3-3052 | 3-2709 | 73
17| 3-2709 | 3-2371 | 3-2041 | 3-1716 | 3-1397 | 3-1084 | 3-0777 | 72
18| 3-0777 | 3-0475 | 3-0178 [ 2-9887 | 2-9600 | 2-9319 | 2-9042 | 71
19 [ 2-9042 [ 2-8770 | 2-8502 | 2-8239 | 2-7980 | 2-7725 | 2- 7475 | 70
20 [ 2-7475 | 2-7228 | 2-6985 [ 2:6746 [ 26511 | 26279 | 2-6051 | 69
21 12-6051 | 2-5826 | 25605 | 2-5386 | 2:5172 | 2-4960 | 2-4751 | 68
22 | 2-4751 | 2-4545 | 2-4342 [ 2-4142 [ 2-3945 | 2-3750 | 2-3558 | 67
2312-3558 | 23369 | 2-3183 [ 2-2998 | 2-2817 | 2:2637 | 2-2460 | 66
24 | 2-2460 | 22286 | 2-2113 [ 2-1943 [ 2:1775 | 2-1609 | 2- 1445 | 65
25| 2-1445 | 2-1283 | 21123 | 2-0965 | 20809 | 20655 | 2-0503 | 64
26 | 2:0503 [ 2:0353 [ 2-0204 | 2-0057 [ 1-9912 | 1-9768 | 1-9626 | 63
271 1-9626 | 1-9486 [ 1:9347 | 19210 [ 1:9074 | 1-8940 | 1-8807 | 62
28| 1-8807 [ 1-8676 | 1-8546 | 1-8418 [ 1-8291 | 1-8165 | 1-8040 | 61
29| 1-8040 | 1°7917 [ 1:7796 [ 1-7675 | 1-7556 | 1-7438 | 1-7320 | 60
30 | 1-7320 | 1-7205 [ 1-7090 | 1-6977 | 1-6864 | 1-6753 | 1-6643 | 59
31| 1-6643 | 1-6534 | 1-6426 | 1-6318 | 1-6212 [ 1-6107 | 1-6003 | 58
32 |1 1-6003 | 1:5900 | 1:5798 | 15697 | 1-5597 [ 1-5497 [ 1-5399 | 57
33]11-5399 [ 1-5301 | 1-5204 | 1-5108 | 1-5013 [ 1-4919 [ 1-4826 | 56
341 1-4826 [ 1-4733 | 1-4641 | 1:4550 | 14460 | 1-4370 | 1-4281 | 55
35| 1-4281 [ 1-4193 [ 1-4106 | 1-4019 | 1-3934 | 1-3848 | 1-3764 | 54
36| 1-3764 | 1-3680 | 1-3597 | 1-3514 | 1-3432 | 1-3351 [ 1-3270 | 53
37 1-3270 [ 1-3190 [ 1-3111 | 1-3032 | 1-2954 | 1-2876 | 1-2799 | 52
38| 1-2799 [ 1-2723 [ 1-2647 | 1-2572 | 12497 [ 1-2423 | 1-2349 | 51
39 1-2349 | 1-2276 | 1-2203 | 1-2131 | 1-2059 | 1-1988 | 1-1918 | 50
40 [ 1-1918 | 1-1847 | 1-1778 | 1-1708 | 1-1640 | 1-1571 [ 1-1504 | 49
411 1-1504 | 1-1436 | 1-1369 | 1-1303 [ 1-1237 | 1-1171 | 1-1106 | 48
42 [ 1-1106 | 1-1041 | 1:0977 [ 1-0913 [ 1-0850 | 1-:0786 | 1-0724 | 47
4311-0724 | 1-0661 | 1:0599 | 1-0538 | 1:0477 | 1-0416 | 1-0355 | 46
44 11-0355 [ 1-0295 [ 1-0235 | 1-0176 | 1-:0117 | 1-0058 | 1-0000 | 45
60’ 50’ 4 30’ 20’ 10° o’ =]
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a2
a3
a'4

a’s
a'6

a'9

a'10

Analisis vectorial A'1

Magnitud, direccion y componentes de vectores
Vector: Representacion de una cantidad fisica con magnitud y direccion

Coordenadas del punto inicial A del vector a: X1, Y10 24
Coordenadas del punto final B del vector a: xj, y,, 2,

i

Vectores unitarios sobre los ejes OX, OY, OZ: i, j, k
Componentes escalares Moz

>
ay, ay, az 3 0

ay = X2 = Xy
8y = Y2 - Y,

a; = 22- 2,

Componentes vectoriales

- - - -
a = ax+8a+a
ng - - -
a = ail+ay,j+ak
ry
13
/
’x

Magnitud de un vector: |3 ! (o bien, a)

]‘a’| = |/8,2 +a,% +8° (12! siempre = 0)

Cosenos directores de un vector: cos a, cosﬂ cos Y
a, B, y son los angulos entre el vector a y los ejes OX, OY y
0Z. (a, B,y = 0°...180°.
cosa =X ; cosf=2L; cosy=-2
a El |a
2 2 2 _
con cos“a + cos“B + cos“y =1

Calculo de las componentes. Si se conocen|a |, a, B, ¥
ay =|@lcosa ; ay =lal-cos g ; a, =[alcosy
Observacién: Operaciones vectoriales como la determinacion de magni-

tudes, cosenos directores, sumas y productos, se llevan a cabo con
las componentes de los vectores a lo largo de los ejes OX, OY y OZ.



Analisis vectorial ’A'z B

Adicion y sustraccion de vectores
Suma vectorial S de dos vectores libres 2 y B’

— - - —

a'11 S =a+b = sx-l+syj+szk

a12 | sy= ax+bx sy= ay+b s;= a;+b;

a13| [31= Ve2vs?+s?
Diferencia vectorial s de dos vectores libres 2 y 5
aia| ToSH BN E

a'15 | sy= ax-bx; Sy= & -by; s;= a;-b;

>y
a'16 1§—|: l/sz“ %2+ 812 _BA \g/

Valores 4 0% 360° | 90° 180° 270°
a17|  "Elpara. |131+151)121s 5] VidelsF | [7]- 8] Viarel
a'18 2 vectores || 02|51 2lal | [alV2 0 lalv2

Suma vectorial s de vectores libres a, b, —C, etc.:
a'19 ;=;+F—?+...=s,-?+ s,~__j’+sl'l_<’
220 | sy=ax+by-cy+.. ;S =@ +by-cy+.. . S;=ar+ by-Co+...

a21 | Is]= |/:3f4»s,,’+.~3z2

Producto de un escalar por un vector
Escalar: Magnitud fisica sin direccion.
El producto del escalar k con el vector 2 da el vector C.

a22| ¢ =k-a (k 2 0)
< <
a23| cy= k-ax; 6= k-a; = k- & c=kJlal (c 50
— —
Si k> 0,entonces ¢ 11 &, porloque o S %
- a = T a
k < 0,entonces ¢ 1| @, porloque o>
Ejemplo: Fuerza = masa x aceleracion F =ma
a'24 m>0; Fita; F—j;=m-:;; F, =m-a

*)El simbolo 1] significa que los vectores (~5) y b son paralelos y de sentido
contrario.




a'2s
a'26

a'27

a2

@©

a'29
a’30

a’'31
a'32

a’33
a’'34
a'35

a’'36

a’'37

a’'38
a’'39

Analisis vectorial ‘A'3 B

Productos de dos vectores libres
El producto escalar de dos vectores libres 3 y b da el escalar k.
Simbolo del producto escalar: punto ““-”

-
k=a-b=b-a=a-b-cosp=lallblcosp b~
k = ay'by+ayby+azb, (k % 0)
¢ = cos™ ay-bx+ ay-by+ az-b, —7?
[al1B]
Valores o, o. o o o
aoes| o 0_'.362.'| w0 | 180°_ | 270
tantes Ilallf)‘l cos¢|+|a|lb|| 0 |—|a||b]| 0 _
Ejemplo: Trabajo # de una fuerza F en el .7
desplazamiento s
W = Fuerza x Desplazamiento = F-s A )
—
W=Fscosp (WZ0;Fs20) > cosP | F

El producto vectorial de dos vectores libres a y b dael vector C.
Simbolo del producto vectorial: cruz “x* o _ g0 180° —
c b

c=axb=-(bxa)
absenqz:I;H_b.lsen.p (c

cl a y ?J_T;

, —z;, ¢ forman una triada derecha 9 >180°.. <360° —
] a

Cy = a8 by - ax b,
C = ax by - a by

|l = l/c"" +ef+c? ¢

3

VIA

oy

oy

Valores " | 0%360°| 90° | 180° | 270°
impor- f——— —— —
tantes “a“b[senqzl 0 ﬁla”b” Y] |‘|5Hb|

Ejemplo: Momento # de una fuerza F

Linea de acci
respecto a un punto O: inea de accién

—
V4

Radio vector x fuerza = rx F = —(

oMy

M

r F-sen g (Mgo;

]
!
Eje de momento x|,



b1

b2

Funciones racionales l B'1

Funcion de fracciones racionales. Descomposicion

Funcion de fracciones racionales

(x) = P(x) _ actayx+a;x’+...+ anx" n>m
y Q(x) T bo+byx+byx’+.. +byx" ny m enteros

Los coeficientes a,, b, pueden ser reales o complejos. Si n; son las raices
de Q(x), se obtiene la forma factorizada:
vix) = POY P(x)

Q(x) T a(x=-n)"-(x=ny)* ... (x = ng
En esta expresion pueden presentarse raices de multiplicidad ki, kz, ... kg de
Q(x), las que pueden ser reales o complejas; a es un factor constante.

Descomposicion en fracciones parciales

Para lograr un manejo mas sencillo de y(x) —por ejemplo, para su integraciéon—
es conveniente descomponer y(x) en fracciones parciales:
P(x) - A Arz A

V) =0T T Sem * G T Geeme
Ay, A2z Azk2
* 3t Geona) Foot Tpongh et

Aq1 Aq2 Aq kq
+ +,. .+
x-nq = (x-ng)? (x-nq)*
Si los coeficientes de Q(x) son reales, aparecen raices complejas por parejas
(raices complejas conjugadas). Para efectuar la descomposicion se agrupan
estas parejas en fracciones parciales reales. Si en b'1, n, = n; (compleja
conjugada de n,,) y debido a su aparicién por parejas k,; = k; = k, entonces

las fracciones parciales de b'2 con las constantes A,, . . . Ay, pueden agru-
parse en las siguientes fracciones parciales:
Biix + Cn By x + Cy2 By X+ Cii

xX+ax +b (x2+ax + b)? *ooot v ax + b
Las constantes Ayy . . . Agkq: B11 - . - Bk Ciy . . . Cyy S© determinan igualando
los coeficientes de igual potencia en x en ambos miembros de la ecuacion,
después de que en la parte derecha, descompuesta ésta en fracciones par-
ciales, se toma el comun denominador Q(x).
Ejemplo:

_ 2x -1 _2x=1_ Byyx+Cy i‘y_ Aq
y(x)-(;ﬂ —21) (x+1+21) (x+12 _ Q(x) xX¥+2x+5 it

2x=1_Byyx(x+1)2+Cpy (x+1)2+4qi(x+1) ()P+2x+5) +Agp( x2+2x+45)
Q(x) Q(x)
2x=1= (Aq+ Bu)x® + (3Aq + Az + 2By + Ci ) X +
+ (TAq + 24+ By + 2C1)x + 54q + 54 + Cn
Al igualar los coeficientes de las partes izquierda y derecha se obtiene:
By = =1/2; Cyny=1/4; Aq = 1/2; A= -3/4.
Cuando se tienen raices sencillas n;, las constantes A4y, A2y, . . ., Aqq de la
ecuacién b’2 pueden calcularse como sigue:
An=P(n1)/Q (n1); An=P(n;)/Q(n3); .. .4 = P(ng)/Q'(n,)
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Transformada de Fourier

Transformadas de funciones ' C'1

Generalidades
Con la transformada de Fourier F{s(t)} se lleva a cabo, con ayuda de la
integral de Fourier, un desarrollo de la funcién tiempo s(f) en un espectro
continuo (densidad espectral) S(w), en el cual la frecuencia corresponde
a la densidad del espectro; s(t) debe tener las siguientes propiedades:
a) ser divisible en un namero finito de intervalos en los cuales s(t) sea
continua y monétona.
b) poseer valores definidos en las discontinuidades s(t + 0) y s(t—0) de
modo que pueda expresarse

s(t) = Y[s(t+0) + s(t)+0)]

+00
c) ser tal que fls(t)l dt converja.
-0

La transformada inversa F-'{S(w)} conduce a la funcién tiempo.

Definiciones

F{s(t)} = S(w) = ]:(t) e ' - dt; i =V—-—1‘

F{s)} = s(t) = 5= [S@) & - du; 1=y
+00 400

cavorta | Jistofat = 2 flsw@)|? -0

Reglas de operacion
Desplazamiento en tiempo F{s(t - 7)} = S(w)~e-i'”; i = V:'
Convolucién si(t) * s2(t) =¢J‘ws,(r)~sz(t -7)-dt
= }sz(r)-s|(t -T)-dt
F{si(t) % s2(t)} = Si(w)- Sz (w)
F{s(t)} = S(w)
F{s(at)} =%S(g)siempre que a>0
F{si(t) + s2(t)} = Si(w) + Sa(w)

(continua en C'2)




Transformadas de Fourier

(continuacién de C'1)

Transformadas de funciones ‘ C'2

En seguida se indican las densidades espectrales calculadas para algunas
mportantes funciones del tiempo.

© oo )
c13 | s(t) = [S(w)-e* . duw ; S(w) = [s(t)-e™ - at
2
R-oo -
Funcién tiempo s(t) Densidad espectral S(w)
Funcién rectngulo 4-R, (t) 2 AT-sen (wT)/(wT)
(w
st AR(t) st
I <
~
<
N o
' ;¢ 2\Jr | 2\ Sw
T 7 T T
Funcién impulso de Dirac 4-6 (t)
s S(w) = 4
AS(t) R
(Densidad espectral
| r constante sobre w)
¢’'14 [unciénrectdn-| 4.5 (t_T/2)-
ulo con cambio 2
de signo -A-R,/I(HT/?) s T
s(t) sen —2—
c'15 <xT—- S(w) = —JZAT'T
-1 | 5
R
s(t)
c’'16 "ﬁ | I I I S(w) = 4A7'-cos(2wT)—s—e:(TwT—)
ar -1 T ar t
c'17 s(z):AuOM con %:-2?" S(w) = AR, (w) Funcién
r Yo Usct) stw)\ rectanguio
{
T T ‘ w3 %;zy_n ¢

(continua en C'3)



Transformadas de Funciones ‘ C'3

Transformadas de Fourier

(continuacién de C'2)

Funcién tiempo S(1) Densidad espectral S(w)
Funcién tridngulo 4 D, (t) Tw/2
18 r () = (ser;f ;// ¥ AT
s(t) s(w)
-
g <
i Tt a2 mam W
T T T T

¢’19 | Rectangulo modulado
c'20 |4-R,(t) cos(wt)
r(t) sen T(w +wo) |

w,
: () = 4380 Tlw + o)
NPAAAS ] s
N w - w,
To

c'21 |Impulso de Gauss (¢ 4 e_az 12
;uz
, 4 v
c'22 < S(W)=;'V;'e ‘e
t
, 2n
c'23 |Impulso cos 4 cos(wt) wo ="
1) COS(IN)
, AT 4
c'24 - S(w)=—""1 (7- )2
21 Y
.r;'. 7/:’ t
¢'25 | Impulso cos? 4% cos?(wt) wo=2—,;.l- a7 Sen (0%)
. s(t) [ S A W
c'26 S(w) ) (wz) x
o 4
h 1
X 2o
-1, ot - T6n
¢'27 | Impulso
exponencial 4
c'28 et S(w) = =
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Transformadas de funciones C'a

Transformada de Laplace

Generalidades: Con la transformada de Laplace L {f(f)} se representa (o
transforma) la funcién f(t), con ayuda de la integral

F(p) =[f(t)-e_p'-dt

en una funcién imagen; f(t) debe ser nula parat < 0 y parat = 0 debe estar
totalmente definida; e™™ es un factor de amortiguacién que hace que la in-
tegral converja para un gran nimero de funciones del tiempo. Se tiene
que p = 0 + iw (0 = 0) es una variable compleja de operacién. En este do-
minio de la imagen pueden resolverse ecuaciones diferenciales y analizarse
procesos no periédicos (por ejemplo, vibraciones). EI comportamiento de
la funcién tiempo se obtiene por medio de la transformada inversa (véase
la tabla C’6).

Definiciones

Go*ioo
L{r0) = FR)=[70 't | L7 {F@) )= 10 = 5oy [Fo) P tap
O ico
Representacion abreviada: Representacién abreviada:
f(t)o———eF(p) F(p)e——of(t)
Reglas de operacién
Linealidad L{A(t) + £2(t)} = Fi(p) + F2(p)
L{C'fm(t)} = c-A(p)
e | U] e
Teorema de ¢
convolucién fi(t) = fa(t) = [A(t-1)- fa(7) - a1

n

ff|(r)-fz(!—r)~dr
fi(t) * f2(t) o—e F(p)-F2(p)

Cambio d

Gamoace |1 4(0)]

Diferenciacién L { Fi(t )}

F(a-p)

"

p-F(p) - £(0%)
L{re)} = p“F(p) - p- £(0%) - £(0*)

{ ()}

L[ ftf(t)wﬂ}

pn- F(p)_’f‘f(k}(o’)pnﬂv‘
k=0

Integracién

1
?F(P)
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Transformadas de funciones C' 5

Transformada de Laplace

Empleo de la transformada de Laplace para la resolucion de ecuaciones
diferenciales
Esquema de operacion

Dominio de t

| Operacion de
! célculo '
| 1

Ec. dif. para y(t) +
condiciones iniciales

1
: Véase reglas de !
: derivacion i
! i

Solucién de las ecs. |
ords. segun Y(p) |
J

l Resultado de la

resolucién de las ecs. difs.
H |  Transformada

_________________ inversa segun C'6
El problema de resolver las ecuaciones diferenciales se reduce al de ha-
llar una transformada inversa; esta operacion se simplifica expresando Y(p)
en fracciones parciales (1éas¢ B’1), o en funciones cuyas transformadas
inversas al dominio del tiempo puedan encontrarse ya tabuladas (véase la
tabla en C’6).

Ejemplo: 2y’ + y = f(t); f(t) eslafuncién de excitacion
y(0*) =2, es la condicién inicial

S c:38} 2p¥(p)-2y(0*)+Y(p) = F(p)
of c'42 + *
$ 2'43 y(t) Y(p)=P(p)+2y(0)=1/p+2y(0)

1+2p 1+2p
Segun sea f (t) o——— F (p) se obtienen diferentes soluciones para y
(t). (Supongamos que f(t) sea la funcién escalén. Segin C’'50 es en-
tonces F(p) = 1/p).

- __ 1 2y(0)_1_ 2 2y(0)

Segun B1 } Y(p) = p(1+2p) Y 1+2p P 1+2p+ 1+2p
-t -y Bz

y segun C'6, y(t) =1 -Z%e : +2'2—;-e fo14e?

Aplicacién del teorema de convolucién de la transformada de

Laplace a redes lineales
Una funcién de excitacion f(t) se transforma a través de una red en una
respuesta y(t). La red se caracteriza por la funcién de transferencia F,
(P); F2(p) tiene la transformada inversa f,(t).

Dominio de t Dominio de p

= i B

y(t) = f£1(t) *» f2(t)ye——r(p) = F(p) " Fop)
La respuesta y(t), para una red dada, depende de fi(t); y(t) puede calcu-
larse segun el esquema después de obtener Y(p). La transformada inversa
en el dominio de t puede obtenerse en forma cerrada si F,(p) esta dada
como una funcién racional de p y la transformada F,(p) puede obtenerse

de la tabla en C’6.
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Transformada de Laplace

Transformadas de funciones’ C's

Tabla de correspondencia

G, +ico
0
-pt 1 pt
Fe) =[ e ot g0 = 5 [Rie)e e
o Co-ioo
con p=iw=1i2nrf,; i:l/-1
Funcién imag| Funcién del tiempo | Funcién imagen | Funcién del tiempo
Fip) fty F(p) fto)
1 6(t) 2 Dirac ? N
— 7+ 1) 2K sen(kt) +
1/p 1 para t>0[22 t
Oparat<0§;‘ S *2 cos(kt)
1 /gt ¢ —1-2—-:1(;) ) cos(kt) -
k. )
. I -?t sen(kt
/e (n-1)! 1 | para bz a:
1/(p-a) exp(at) (p-a)(p-b) ebt _ gat
b-a
2
1/(p- a) t exp(at) 1 L™t sen(kt)
(p+a)!*k! k
;Tpa-—a) exp(at) -1 1 1
2 Yr-t
1 1
T T —Texp(-t/T‘) 1 2VZ‘
pVp n
a
77 senh(at) ) —1/(2)x - t%)
) ot) pyp 3/(4yx -t*)
oy S cosh(at
P - a 1n P+D I_(e-at _e-bt>
p+a t
A sen(kt) -1
o+ K tan™'(a/p) 1/t-sen(at)
p paraa>0:
-m cos(kt) e a ﬁ_’
e
r ] 2t V}zt
(02 + K)? 250 sen(kt)-I naaa > 0:
1 1 -alp a
P - — f
2k2t cos(kt) ) e erfc 2Vt
1 .
P __| _ —_ Funcién
(p%+ K%)? 2k sen (kt) Vo + K2 Jo(kt) {de Bessel
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Ecuaciones diferenciales ’ D1

Conceptos generales

Concepto de ecuacion diferencial (ED)

Una ED es una ecuacién que contiene funciones, derivadas (o diferenciales)
de estas funciones y ademds variables independientes. Hay que distinguir entre:

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en las que las funciones bus-
cadas dependen sélo de una variable independiente; por ejemplo.:

y' + 2xZy =senx y=f(x)
Ecuaciones diferenciales parciales (EDP), en las que las funciones busca-
das dependen de diversas variables independientes; por ej.:
2
O =y OX X x=f(u,v,w)
ou-dv ou ov

Las EDP no se exponen aqui en forma separada, ya que los métodos de
las EDO pueden aplicarse a ellas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Forma: F (x, y(x), y'(x), ... y™(x)) = 0.
En esta expresion y (x) es la funcion buscada; y'... y son la primera y su-
cesivas derivadas hasta de orden n, con x como variable independiente.
Ejemplo: y"' (x) + m(x)-y'(x) + n(x)y2(x) + p(x)y = q(x).
Orden: es el de la derivada de mayor orden que aparece en la ED. En
el ejemplo anterior, el orden de la ED es 3.

Grado: es el exponente de la derivada de mayor orden que aparece en
la ecuacion al expresar ésta en forma polinomial, o sea, al racionalizarla.

ED lineal (EDL): es una ED en la que las funciones desconocidas y sus
derivadas aparecen sélo elevadas a la primera potencia; las ED linea-
les son siempre de primer grado.

ED homogénea: en ésta la funcidn forzante o de perturbacion g(x) es igual
a 0; es decir, g(x) = 0.

ED no homogénea: en ésta, q(x) * 0.

Solucién: es una funcién, y = y(x), que junto con sus derivadas satis-
face idénticamente la ED.

La integracién de una ecuacioén diferencial es el proceso de encontrar

soluciones.

Integral general de una ED es el conjunto total de sus soluciones. La inte-
gral general de una ED de orden n contiene n constantes arbitrarias: C;,
C,, ..., C,. Tales constantes adquieren valores definidos cuando se es-
pecifican las condiciones iniciales y(xo) = yo;

Y(xg) = Yo..y@ V(xg) = yr-1,

La integral particular de una ecuacion diferencial es una solucién espe-

cifica de la ecuacion.



Ecuaciones diferenciales l D>

Ecuaciones diferenciales lineales

Métodos para resolver una ED

1. Transformando y ordenando la ecuacién de manera que pueda identificarse
con un cierto tipo de ecuacién para la cual existan soluciones (Véase D'6,
D'8, ..., D'12).

2. Empleo de una sustitucion especial (Véase D'8)

Efectuando tal sustitucion, la ED con frecuencia puede reducirse a una de
menor orden o grado para la que exista una solucién conocida (Véase D9,
..., D'12).

3. Empleo del método de los operadores, en especial de la transformada de

Laplace (Véase C' 4 ... C’' 6)

Ecuaciones diferenciales lineales (EDL)

d’'12 | Forma: En esta ecuacién,y = y(x) es la funcion buscada; y'... y" son la
primera y sucesivas derivadas hasta la de orden n de y(x); p; (x) ...
Pn(x), son funciones de x.

Solucién general de la EDL no homogénea

d13 Y = Yhom * yparl

Solucién de la ED homogénea: yhom.
La ynom Se obtiene resolviendo la ED no homogénea en la que se
hace g(x) = 0. Toda ED lineal homogénea de orden n posee n
soluciones independientes y,, y2. ..., ¥a CON N constantes arbitra-
rias independientes Cy, ..., d,..

d14 Yhom = Ciy1(x) + Cyyp(x) + ... + Cpyp(x)

(En D'9 ... D'12 se dan las soluciones de algunas ecuaciones di-
ferenciales lineales de primero y segundo érdenes).

Solucién particular de la ED no homogénea: ypart.

La ypart S© obtiene para g(x) + 0.

En D3, D’'6 y D'7 se indican procedimientos para encontrar estas
soluciones; en D'9 y D'12 se dan algunas soluciones para la ypart
de ED lineales de primero y segundo érdenes.




Ecuaciones diferenciales lineales

Ecuaciones diferencialesl D3

Solucién particular
Obtencién con el método de la variacién de parametros

Si se conoce la ynom de una EDL de orden n (véase D'2, D'6), la siguiente
sustitucion conduce siempre a una solucién particular:

d’'15 Ypare = C1(x)'y + Cy(x)-yy +...+ Cp(X)-Yp.

Método para la determinacion de Cy(x), Cz(x),....Cn(x):
Férmese el sistema de ecuaciones simultaneas:

a16 Cix)y1 + C3(x) -y + ... + Ca(x)'y, =0

Ci(x)y1 + C3(x)y, + ... + Cu(x) 'y, =0

Ci0) 31D + C3(x),) + .o+ Cox):y, (7D = 0
Ci(x)-y1"V + C3(x)y,("V + ... + Ca(x)-yn~Y) = q(x)

d17 Determinense las C{'(x) parai = 1,2, ... n del sistema anterior de ecua-
ciones simultaneas.

d'18 Intégrense las C/(x) para i = 1, 2, ... n a fin de obtener las Ci(x) de la
sustitucion hecha para y.

Ejemplo: Encontrar la yp,, de la ED:
1

d19 y" o+ Ty’ = 2x.
1
d'20 Segun d'111 Yhom = J‘C,e'fr % .dx +C, = C;-Inxl+C,
a21 = Cy-y1(x) + Cy-ya(x)
en donde y;(x) = Inlxl y ya(x) =1
d22 Sustitucién: Ypar = C1x)y1 + Co(x)-y2
d'23 Sistema de ecuaciones Ci(x)-Inlxl + C3(x)-1 =10
simultaneas indicado en d'16 Cl’(x)% +Cyx)-0 =2
d'24 Resolviendo el sistema se obtiene: Cj(x) = 2x2; Cj(x) = —2x2-Inlx|
Integrando Cj(x) y C;(x)
d'25 aw =23 G =-3%2 [Inlxl - %]
La solucién buscada 2 2
d'26 es entonces:  Ypar = §x3 Inkxl — —x3 (Inlxl — —) 1= §x3
Solucién general:
d27 Y = Yhom *+ Ypan = C1 Inxl + C, + -x3
Comprobacién: y' = €1 4 2 ~=_Q 4
probacion:  y x+3 y 53
y"+L =-S+ 3x+c‘ 2x-x
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Ecuaciones diferenciales D’ 4

Ecuaciones diferenciales lineales

Ecuacion diferencial lineal de primer orden
Forma: y' + p(x)y = q(x).

La forma corresponde a la dada en D'2, d'12 paran = 1; la derivada de
mayor orden que aparece es y'. En D'2 y D9 se dan soluciones para y,
Yhom, Ypart-

Ejemplo: y' +-¥ = senx Y = Yhom * Ypan

Segun d'100, p(x) = % q(x) =sen x.
Segun d'99, la solucién homogénea es:

1
-f— dx —inxl _ C; >
Yhom = Cre "~ = Cye = con C;=0.

Segun d'100, la solucién particular se calcula con la expresion:

1 1
= dx -)—dx
Ypar = fsen x~ef" ‘dx-e fx

(senx-e™) dx-¢ "™ = [ (senx « x)dx~-l—
x

_1
= ;Senx Ccos x
1
Y = Yhom * yparl = }(C] +sen x) — cos x.

_Ci, xcosx—senx
X2 X2

Comprobacién: y’ + sen x

[N .
Y +s sen x
C, % 0; C, adquiere un valor definido, si por ejemplo
y(xy) = 1 para x,= g

x

=L LA
entonces 1= ) (C; +sen 2) cos 3

porloque C;, = %—1.

Ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Forma: y" + py(x)-y' +po(x)-y = q(x)
La forma corresponde a la dada en D'2, d'12 paran = 2; la mayor deri-
vada que aparece es y''. En D'11 y d'12 se dan las soluciones para y, ¥ nom
Ypart-
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d'49

d’50
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d'52

Ecuaciones diferenciales D's

Ecuaciones diferenciales lineales

Ecuacion diferencial lineal de segundo orden con
coeficientes constantes

Debido a la gran importancia que tiene este tipo de ED en los problemas de
vibraciones, se presentan a continuacién varios casos especiales de ella.

Forma: y" + 2ay’ + b2y = g(x).

ay b con constantes,
q(x) es la funcién de perturbacion.

Solucién general: Segun D'2 'y d'15
Y = Yhom t Ypart
Caso aperiédico: k2=a2-b2 > 0

Yhom = Cl.e(—a+k)x + C .e(—a—k)x

el— a+k)x
ypa” = Ie(a k)x . q(x)-dx —
( k)x
L_ Ie(n+k)1 q(x) -dx #)
Caso aperiédico limite: k2=a2 - b2 =

Yhom = Cre %+ Cyx-e ax
Yparn = —e—“fx-eﬂx-q(x)~dx + x-e*“_[e“q(x)-dx *
Caso periédico: K2=a2—-b2<0

Vhom = €-%[C,sen(wx) + Cycos (wx)]

con w = \/b2-a?

g_—u;t,n(—wx)fe“cos(wxrq(x)'dx -

]

yparl
_ e ~#.cos(wx)
w

*) Observacion: Para el caso especial en que g(x) = A, sen (wyx),
se obtiene:

-feusen(wx)-q(x)-dx *)

Ypare = A-sen(w,x-y),
Ao

V(b2 w,2)? + 4a2w,?

b2-w?

en donde A=

también = cot™!'
y 14 2a w,



d’53

d’54

d's5

d’56

d'57

d’58

d’59

d'60

d'61

Ecuaciones diferenciales D'

Ecuaciones diferenciales lineales 6

Ecuacion diferencial lineal de orden n con
coeficientes constantes
Forma:  a,y™ +a,_;-y"-V + ... +a)y +ay = q(x).
Solucién de la EDL homogénea de orden n con coeficientes constantes,
q(x) = 0).

Sustitucién: y = e™x; y' = rex; ...y = e

Sustituyendo estas expresiones en la ED homogénea dada en d'53, se ob-
tiene la ecuacién algebraica

a;rt + a,_r'+ L+ agr +a, = 0.

De esta ecuacién pueden obtenerse las raices ry, rp, ..., r,. Dependiendo
del tipo de las mismas, se obtienen diferentes soluciones para la ynom:

Caso a): Todas las rq, 12, ..., I son reales y diferentes entre si:
Yhom = Crenx+ Cyen*+ . + Cpoelnx %)

Caso b): Aparecen raices multiples y sencillas:

===y Tmes Tme o T
Yhom = Cpenx+ Cyx-enx + Cytz.en-x 4+
+ C,xm=lenx + C,, emit + .. + Cen’* ¥
= e (C, + Cyx + ... + Cpprxm=l) +
+ Cpyp€mar* + .+ Cpemx,
Caso c): Aparecen raices complejas conjugadas:
n =a+if, n=a-ip=r.
Yhom = Crev*+ Cyerx #
ex-(A-cos fx + B-sen fx)

A=C +Cy B=i(C—Cy

Solucién particular de la ED no homogénea de orden n con coeficientes

constantes
Yparn = 81(X) + 82(x) + ... + gi(x).

Para encontrar soluciones particulares se utilizan expresiones que depen-
den de la forma de q(x). En D'7 se dan algunas de estas expresiones.
Una vez determinada la expresion correspondiente para yp.r, Se obtienen
Ypart» ¥ part» ©tC., Y S@ sustituyen en la ED por resolver. Igualando coeficien-
tes similares, pueden determinarse las incégnitas a y f.(Véase el ejemplo
en D'7).

*) Cy, Ca, ..., Cp SON constantes arbitrarias.



d'62
d'63
d'64
d'e5
d'66
d'67
d'68
d'69
d’70
d71
d'72
d'73
d'74
d'75
d'76

d77
d'78

d'79
d’80
d'81
d'82
d's3

d’s4

Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales lineales

D7

Forma de q(x)

Ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes

Expresién por sustituir para 1a Ypart =

rx-
erx;

r2—1=0;
Yhom

Ypart =
A
Y part

"
Y part

Solucién general:

Comprobacion:

y y' =rex
Sustituyendo en la ED homogénea correspondiente (d'75)

y'=y =C,-ex+C2-e—X+l
- CZ e X 4

A a
xm a, + a;x + ax? + ...+ ax"
A+ Ax + A2+ .+ Axm | ap +ap + apx? + .+ axm
A-elx a-erx
A-cos mx a-cos mx + B-senmx
B-sen mx »” + »
A-cos mx + B-sen mx »” + ”
A-cosh mx a-cosh mx + B-senh mx
B-senh mx ” + 4
A-cosh mx + B-senh mx » + 7
A-eM-cos mx a-e* cos mx + ferr sen mx
B-e*-senmx ” + 7
A-elx-cos mx + B-eM-sen mx ” +
Ejemplo: y” —y = cos 2x; segun D6, d'55:

’

y" =p2.@rx

=1 =1 rn=-1

= Cyenx + Cyen* = Cpe* + Cye =

La expresion por sustituir es de la forma:

a-cos 2x + fB-sen2x

= —2a-sen2x + 2B-cos 2x

—4a-cos 2x — 4B-sen 2x;.

Sustituyendo las expresiones dadas end'79y d'81enlaED, d'75, se

obtiene: —S5a-cos 2x — 58-sen2x = cos 2x.
Al igualar coeficientes similares resulta:
B=0; a= —% porloque Yy, = —51 cos 2x

Y = Yhom + Ypan = Crre* + Cye™* —-;- cos 2x
y' =C1-e*—C2-e—"+% sen 2x - 2

y”=C,-eX+C2-e—X+—]— -4 - cos2x

5
5" 4 - cos 2x—C,-e*

%cos 2x = CcOS 2x



d'85

d'86

d'87

d'88
d'89
d’90
d'91
d'92
d'93
d'94
d'95

Forma de la ED Suposicién Sustituciéon Observacién §
% 5 g
, e "'=p = " c
ym =f(y, ', ... yn=1) X no esta contenida Y =P =g R9%l:§glr?r;1 del s &
. explicitamente n_ o _dp. - =
(Véase ejemplo A) y =p' = dy P aln—1 g g
, . y =p Reduccion del 30| D =
ym = f(x, y', ... y(n=1) y n:x:ﬁ;?t :;r;tnetglda = dp orden 20 3 o
dx al n—-1 % ol e 3
(n) = (k+1) . y(n-1)) [Las derivadas de orden (k+1) = p , ol QM
y flx, ykeb, ... yo-v) 1 hasta la de orden k, y 2 . _dp Reduccién del ] % (77
(Véase ejemplo B) no estan presentes ylk+?) = p' = = ordennaln-k |3 S
Ejemplo A: Ejemplo B: %.-g. g- g:
}",V" - ylz = 0; d yw + 2yn —4x = 0. g g ; t—"
Sustitucion: y' = p; y" =p al; Sustitucién: y” = p; y” = %%= > 54 S=
ypdB_p2 =g, 92— 9 , OE| o @
dy > p Y p' +2p—4x =0, segind100 a ol 33
= o
gl = iyl + 10 C p=Cremta—1=Ly =y S| O,
InIpl=lnC-y=dx=y X 9‘8’ ﬂ_’
p =Cy=y y'= I(Cl-e-2=+2t—1)dx+cz %< (1)
y-Cy=0 28| o
y = C1~e—-[c'd‘= Cye=Cx y'= - %-e-% +x2—-x+C = gf 8- —
Comprobacién: y' = -C-eCx.C c S
y'=C - Ce=Cx y = J‘(——%~e-7-'+x2—x+cz)dx+C3 B U
y.yn — y;z = Cl.e—Cx . C1 . C2.eCx — 1 » ) 3 ~
—C2-C2-eCx2 =0 y = ZCl.e—Z:z +C2~x+3——-2_+ (o 5 o]




Expresion

Tipo Forma por sustituir Solucién Observacion
De Las variables x asi como y
% variables [y'= b _fx) Ig(y)~dy = ff(x)~dx + C pueden separarse por
& | separables dx  g(y) el signo igual
ax +fy+y=u

De varia- du , Después de integrar
& [bles no di- |y~ +Bv+ylar — @AY d =f_—du +C es necesario
S [rectamente V= flax byt d{ 1 du '[ o Bf(w) + a resustituirI

separables y = Bl )

X =Uu . "
Q dx du Revisar si la ED es
3 ED ) X f_ -
8| simiar [T y o=+ x.%!‘. x fw-u * ¢ transformable en (%)
x

ED lineal
Q -
© [homogénea|y’+ p(x):y =0 y = cefpwer = Yhom Y = Yhom
© |de orden 1

Y = Yhom * Ypan
— ofpod dx

ED lineal y, = C(x)_e—jpmdx y = NI x.[C +fq(x).efp(x) ~dx] Voo, Véase d'99
o no , _ 4 [t dond Obtencién de la sol. part.
3 |homogenea|” * p(x)y = q(x) yp= C'(x)-e 7P en donde por variacion de las cons-
©|de orden 1 —C(x)-p(x)- _ fq(x)-ej”“’)d‘dx~e‘f"(‘)d‘ tantes; véase D'2y D'3

o ptaids b

ED impli- _ (f(p)dp Eliminando p
& | cita de or- y=f(y') y=p x ‘f ) +C se obtiene la solucién
O |den 1, sin de la representacion

term. en x y = flp) paramétrica

S9[eIoUdJaJIp SauoIIeNdT
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Expresion

| Tipo Forma por sustituir Solucién Observacién
ol ED |mpll- x = f(p) Eliminando p se
—|citadeor | _ 1) y =p obtiene la sol. de
?{_tt’r:\.he;“; y= I pf(p)dp +C la repr. paramétrica
o.[ED de dAlam-
N : ' ’ , dx ! f'(p)
o |bert,implicita =X + = = = X +
3|de orden 1. |” sY) )y =p dp p-glp)” p-8lp)
conC, =y": )
a . y = x-Cy + f(Cy) (Integral Repr. paramétrica
= | EDde = o' ' Yy =pP . - de x y y. Integral
2| Ciairaut y=xy" +f(y') ) = o) _ ge,neral. familia de rectas) sing. (envolvente)
y p x = “f(flfz )+ o) por elim. de p
y = —pJp 12
1 ’
T2 +p(x)z = —q(x)
, z = yl-n 1 .
| gomouii |V POy Falyn=0 yﬁ z = el0-mpwax[c_1-n)f q(x)- |Reduccion a una ED
> . y =2z (1 . de orden 1 en z;
g% ordden ! conn*0; n*1 1 4 el (mpe) dxd"] sol. seguiin D'9, d'100
y grado n y'= Tz T )
1-n y = z1-n = i
\/Z
€D g y(x) = ux)+y,(x)| 2’ = [p(x) + 29(x)-y\(x)]-z = q(x) homgoé’r:ga o
a| Ricati de , 2 yxesuna )y b —— L z; oy segun
| ordent1 |V rPX)y+q(x)y*=r(x) sol. part. ! e*flp(x)+2q(x)y1(x)10x D’9. Al menos
@ y grado 2 con:cnda 1 una sol. part.
= : debe ser
) [C+Jq(x)-edlp+ 20yl dx]|  corcir
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Expresion

Tipo Forma por sustituir Solucién Observaciéon
a |yasicomoy’ ) Empezar el
S| noestan (y" = flx) y=C +GCux+ I[J'f(x)~dx]~dx cdlculo con la
< | presentes integral interna
EoL yx) = Crent + Cyrer™ = yyom Ciy Cyson
a | homogénea y =ex conr .= — @y Jul _, constantes
=| deorden |y +ajy +a,y=0 |y =rex o 2774 ° arbitrarias
= y Y o Y y o bien A=Cy+
® |2 con coefs. "= p2.erx 1+ G
constantes y =r-e y(x) = e (A-cos fx + B- sen fx) B=i(C-Cy)
connp=a+ifirnp=a-if="
EDL y(x)= Cy-erx + Cyre™ +y,
a homoggr?ea ' . : sase d p:: B Vpar(t d)e;ar:del
N " ' _ _ si ry#r,, véase d'1 o e q (x). Cdlculo:
8 de orden ytay tay= q(x) |y = Yhom * yparl - aax ( 12 . ) véZse D6,D’7
3| 2 con coefs. y(x) = e®(A-cos fx + B-senfiX) + Ypan |, o Y i)
consts. o s _ R servaciond’'110
(sinn=a+if, np=a-ip=r)
Y(x) = Cpxn+ Cpxrs 1y * '22 C,yCason
a ED de y =xr con 1, = 1-5 +1 /(b =1)2 _ b constantes
— | Euler, lineal Xy Fbxy'+ by =0y = rxr-l ' 2 4 ° arbitrarias
3 nea, 1 oY Y o bien y(x) = x2[A-cos (BInlx|) + A=C. +C
de orden 2 y" = r(r=1)x"2 + B-sen(fInlx|)] G
parar, =a + ifyr =a—if B=iC -G
EDL
a hgmoggnea "t i)y = 0 y =u _ - _ resgtlfcggn
= 2eg_c;irneyn Yt px)y' = yr = e y= fCre 10)4%-dx + C2 = Yhom |  primero a una
explicita dx de orden 1
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Tipo Forma pﬁi“::;'mi . Solucién Observacién
O - N E I
a ho!EnDL én:ea " ' y" g“ Y =]'[ejm(x)dx'(cl+-|‘q(x)'eIN )dx'dx)] dx+G cél&%g:ﬁas
= |de o?genz Y4y =900 1y = gx o, [p1(x)ax integrales
™ kinyexplicita Yy =Wty Y= [e p'mdx‘(fq(x) e ~dx)]dx internas
EDL du du
Q =y 28Ul == = - -dx + C
% |homogénes! ey fiyymof V' =ui =G| g T Ipwent G
@ ksinyexplicital fiy') = f(w) y = Judx+ G
o ED y'= u(y) =4 dy
=% glrgeyn 2= Y= uly) g I 21f(y)-dy + Cl
a
‘:}; El)z'd:i:l;:{en Y = f(x, y') y'= u(x) = f(x,u); y =fu(x)-dx + C| Suele ser irresoluble
ED de y =u . Después de elimi-
2 orden2, |yr — gy =u x = Qu Cyy= wdu | haru se obtiene
= |sin x o bien|” Y v flw) 1 flu) la solucién
@1 siny fy') = fw)
£D g6 Y o o Qo Al final se sust.
a =—=f(yu) = u ug,= (y,u co dy
=| orden2, |y" = f(y,y') Y _d f }’ dy % V=
~N sin x ; = ;g; = u(yx) por u
- Después de transformarla en: y1(x), como sol.
EDL , v(x) = %xi ' part., debe ser
2|homogénealy” + pi(x)y’ + Vi(x) = {:,1 1(x): w+[2y1(x)+p1(x) Nx)w=0 conocida. Reducir
| de orden +py(x)'y =0 d Y=V luego a una lin.
2 =L (_L) (x) C T e fm(x)dxdx+c homog. de orden 1.
dx \y,(x) yen l Para y,(x),véase D'9
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Analisis estadistico E' ’

Conceptos generales de probabilidad

Axiomas de probabilidad

el PrA) = Probabilidad del evento (0 suceso) A

&2 _ Numero de eventos en que ocurre A
Numero de eventos posibles

= frecuencia relativa

e'3 P(A) = 0, el suceso A es imposible

e4 I P(AY = 1, la suma de las probabilidades de todos los posibles
' eventos A; tiene el valor 1.

e5 | PLAUB®) = P(A) + P(B) - P(ANB)*)

Caso especial para eventos mutuamente excluyentes:
e'6 = P(A) + P(B)

e'7 P(A/B) = P(ANB)/P(B)¥), probabilidad condicional de A (Probabi-
lidad de A dada la probabilidad de B)

Caso especial para eventos independientes, con P(B)

0 bien P(A) # 0:

es8 P(A/B) = P(A)

e'9 P(BIA) = P(B)

e'10 P(ANB) = P(A) -P(B) para eventos independientes

e'11 P(AnA) = P(A)-P(A) = 0, eventos mutuamente excluyentes.

*) Diagramas de Venn para la representacion de eventos
El rectangulo representa la totalidad de los eventos A;:

Circulo mayor: evento A 2 (A,)
Circulo menor: evento B 2 (Ay)
La superficie sombreada indica cada caso:

NS
0 | QD | C || (D

\§

AvB ANnB AnB
(no A) (A 0" B) Ay B) (o A “y" B)
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Analisis estadistico

Conceptos especiales de probabilidad

E'2

Variable aleatoria A

La variable aleatoria A puede tomar diversos valores x;; cada valor x; es un
evento o suceso aleatorio. Se diferencia entre valores discretos y valores
continuos de una variable aleatoria.
Funcién de distribucién F(x).
La funcién de distribucién F(x) indica la probabilidad de que el valor de la
variable aleatoria A sea menor que el valor correspondiente de la absci-
sa x. La funcién F(x) es monétona creciente y
1im

P(X) = F(w) = 1
F(-») = 0; F(x)crecedeOa 1.

F(x) para valores discretos F(x) para valores continuos
e una variable aleatoria de una variable aleatoria

Fv
1t - 1= ——— --
[ e (2% ) S
—
:
05 — FodT - f
— o
— : !
+—t
ol "I 3 4 s 67 8 «x ol PAA X

Funcién de densidad P;, o bien f(x).

P; para valores discretos
de una variable aleatoria

f(x) para valores continuos
de una variable aleatoria

P; f(x)
0,3
0,2
Pl %
o "2 34 s 678 x ol xi Xz x

La funcién de densidad de una variable aleatoria A estd dada por p; o por
f(x); su relacién con la funcién de distribucion es:

F(x) = 5 p

i<x

F(x) = ff(x)~dx

El 4rea de la superficie sombreada de la funcién de densidad indica la pro-
babilidad de que el valor de la variable aleatoria A se encuentre en el in-
tervalo de x; a xz (sin incluir a x2).

P(xy <A <x) = ff(l)'dl

= F(x2) - F(x1) = P(A <x2) -P(4 <x)
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Analisis estadistico E'3

Conceptos especiales de probabilidad

Media x y valor esperado pu

Variable aleatoria A discreta Variable aleatoria A constante

ol
|

= X1P1+ XaP2 * ...t XnDn oo
» o= [x- f( x) - dx
= 2 xipi i
i=1
en donde p; y f(x) son valores discretos y continuos, respectivamente, de
la densidad de probabilidad.
Variancia 02

Variable aleatoria A discreta Variable aleatoria A constante

G®= (XI_;)Z‘ p1+ (Xa‘;)z'Pg*‘

.+ (x0-%X)2 pn (72:+J'(x—;1)2-f(x)-dx
= ZL(X.—Y)Z'PI' ‘oo

.:"‘ ) ] : J-xz-f(x)«dx _ ”2
= Jxpi-X et

en donde p; y f(x) son valores discretos y continuos, respectivamente, de
la densidad de probabilidad.
o =V (variancia) es la desviacion estandar.
Teorema del limite central (Ley de la adicién).

Si A, son variables aleatorias independientes distribuidas cada una arbi-
trariamente con media (x;), 0 bien con un valor esperado u; y variancia 0%,
entonces

la variable aleatoria A = 3 A tiene
I

ol valor esperado (0 mediaX) u = 5 u (x = 5x)
I I

la variancia G? = G ;
i=1

y ademas A tiene aproximadamente una distribucién normal (véase e'48
y e'54), o sea:

P(Asx) = é(x'“)

9

Ejemplo: El histograma de 10 mediciones, cada una de las cuales muestra
una desviacion estandar g = * 0.03 um (micrémetros), tiene en-
tonces en conjunto una desviacién esténdar g

g,2 = 100°; G = *G|10 = £0,095 pm



@D €e.8

P(k) es la probabili

exactamente k resulten defectuosas.

dad de que al tomar n muestras

de un total de N,

Tipo de : Funcién de Valor L Observaciones.
gistr- | Densidadde | Gistibucion | esperado | Variapeia | Forme dela v | ambito de
bucion acumulada Media X aplicacién
o N ) ¢ y H k: Numero de fallas
2 EC‘I:;': S(x) continua | F(x)= [ £(x)dx | [x-f(x)dx| [x*f(x)dx-u? n: Tamafio de muestra
o_|de defi- = S i Ra x;: Valor discreto de
@ | nici p, discreta | F(x)= 3 p Xp; x2p -x? var. aleat.
K| nicién 2 5 2xp p: Probabilidad de falla
w\(N (1 WM\ (1-p)
(‘; )( n(-kp )> <pk )( n—kp N-n 0 N: Tamaio de
hiper- |P(k)= ] ¥ n-p npy— (1-p) la poblacién
geomé- ( ,1) Kex (n) PN : partes defec-
trica tuosas en N

Calculo exacto
pero laborioso

s e

de ellas resulten d

efectuosas.

Aplicacion: Curvas para la evaluaciéon de muestreos, véase E'11.

(Continua en E’5)

Hipétesis:
n ok n ok Poblacién
) p(M:(K)pk(l.p) Z([) pk(i-p) n-p n-p(1-p) sumamente grande.
bino- Rex Durante el
mial mue§treo se
P(k) es la probabilidad de que al tomar n muestras, exactamente k mantiene la
de ellas resulten defectuosas. coleccién
o o Ko Hipétesis:
P p(k)= AR e (np)" oo n-p n-p Tamafio grande
o K!' K!
de ! s ' del muestreo y
Poisson| P(k) es la probabilidad de que al tomar n muestras, exactamente k numero pequeiio

de fallas,
n-p = const.
Nos o, Pp=0

1SIpe}sa sisljeuy
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y minimos, y no se tiene informacidn sobre la distribucion intermedia.

Tipo de . Funcién de Valor . _ | Observaciones.
distri- g?;tf;gﬁ?dgg distribucion esperado u Varf;\ua ;g:\m:ed:el:si'::d Ambito de
bucién acumulada Media X aplicacién

x @© © .
© - . n:Tamafo del muestreo
@ E‘:g: f(x)continua|F(x) = [£(x)-dx _lx-f(x)- dx| [ f(x)-dx-u? xi- Valor discreto
5] de defi- - = e == de una variable
5 | nicion p; discreta [F(x) = ¥ p; X; - pi X2 p; - %2 aleatoria
g ' & Zxp P Probabilidad de falla
- Caso especial de
ax
f(x) = a-e . ; la distribucién
@ 1 - — — de Poisson para
& | expo- a i 0 a a x = 0. Pregunta
— L x>0 sobre la probabi-
Aplicacion en la teoria de la confiabilidad. Sustitucion de a - x por lidad sin falla.
la tasa de fallas A multiplicada por el tiempo de prueba t (veéase E'12), Nosowo;p-0
Caso especial de
| tenp? la distribucién
1 ? 1 202 binomial.
3 I =5y * .[o Zneh at “ a* N oo
© normal ® p = 0.5 = const.
Aplicacién frecuente en la practica, pues muchos valores medidos
muestran una distribucién con forma de campana alrededor de un
valor medio.
] - La variable
flx) = 5o, Para F(x) -_%(fzir: s (b-a)? aleatoria x puede
asx<d x-a a 5 tomar valores
uniforme = 0 para ey para 2 2 §é|o en el
valores de x exter- é . intervalo a, b.
nos al intervalo a<x<h Ahi todo valor es
Se emplea como modelo cuando sélo se conocen valores maximos gggg?:‘e

euy

Isipe}sa sis||
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e'41

e'42

Analisis estadistico E's

Determinacion de ¢

Determinacion de o para valores discretos dados

Método de célculo

Segun la ecuacién e'23 se tiene:

n n
%= 2 (x -x)*pi con ¥ =3 xip
n
= 2xtp-x°
=1

en donde x;: valores medidos de la variable aleatoria A
P;: probabilidad asociada a su ocurrencia.

Método grafico

Si se supone que los valores medidos x; de la variable aleatoria A estan
distribuidos normalmente, o puede determinarse facilmente con ayuda del
papel para probabilidades. En este papel se escogen las divisiones de las
escalas de manera que se obtenga una linea recta para una distribucién
normal.

Desarrollo: El total de los valores medidos de la variable aleatoria A se fija
igual a 100%. Para cada uno de los valores x; se calcula la frecuencia por-
centual. De estos i valores se escogen, por ejemplo, 4, 2 en los bordes, y
2 a la mitad del espectro; en el dibujo son x4, Xg, X7 Y Xg. Para cada uno
de estos 4 valores se calcula qué % de los valores medidos son menores
que los considerados en cada caso,y este valor porcentual se inscribe en
la red (10% para x4, 38% para xg, etc.). Por estos puntos se traza una recta
que corta a las frecuencias acumuladas de 16% y 84%. A estas abscisas
corresponde un valor 2 ¢. El valor medio se encuentra en el 50%.

xg 4

*7 -

)

te—20C

1t +—— Tttt T
1 3 s 10 16 20 30 40 S0 60 70 8084 950 95 97 %
(Distribucién acumulada) % menor que X; —————

Valor de la variable A
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e'44

e'45

e'46
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Analisis estadistico l E';

Distribucién normal de Gauss 1

Distribucién normal de Gauss (Densidad de probabilidad)
La ecuacion e'39 da para g2 = 1y )
= 0 la densidad de probabilidad normali- p(4)
zada con medida en A = 0.

2

1 E

p(a) = 7z e

lo A

@(A) puede leerse en las Tablas Z'5y Z'6 paravalores 0 < A <199 o
también calcularse directamente con la ecuacién e'43.

La relacion entre la densidad normalizada ¢(4) y la densidad real f(x),
cuandou #+ Oy 02 + 1, estd dada por

-(x-u)?
X -u . _e(A) 1 OH
~= = A segin  f(x) = = T7an e

Para calcularla, se busca en tablas un valor determinado de X, el valor
correspondiente de la densidad normalizada ¢(4), y se encuentra después
de dividir entre o, el valor de tal densidad f(x) asociada a x.

Los valores de u y 0 pueden obtenerse con las ecuaciones e'26 y e'58.
En E'6 se muestra un método grafico sencillo para determinar f(x).

Distribucién de Gauss normalizada ¢ (A) (Funcion de distribucion)

La ecuacion e'39 da parag?=1y u = 0, o(t)
la funcién de distribucién normalizada de F(A)
la distribucién de Gauss.

g0 = fote)-ot = mf _

|4 t

Como lim @(A) = 1para A — o,y ¢(t) es una funcién simétrica,
se cumple que

B(-1) = 1-6(4)

La relacién entre la funcién de distribucién normalizada ¢()) y la funcién
de distribucién real F(x), cuando u # 0 y0? + 1, esta dada por

x

~(t-u)?
B(A) 1 —"—m

t-H_ seglin F(x) =

G G UV2I£ me
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Analisis estadistico ‘ E's

Integral de probabilidad

Integral de probabilidad de Gauss

La integral de probabilidad se basa en
la distribucién normalizada de Gauss
(e'45)con 02 = 1y u = 0, representa
el drea de la superficie entre —x y + x
de la funcion simétrica de densidad ().

p(t)
¢o(x)

x

L2
= 2 T
Go(x) = Vﬁje dt o

En las tablas Z'5y 2’6 se dan valores de ®g(x) para 0 < x < 1.99;
para valores mayores de x, véase la aproximacién indicada en la si-
guiente seccién. La relacion entre dq(x) y la funcién de error esta dada por

Do(x) = erf (x/\/2).

Funcién de error

. z5
2 -12
erf (x) = Jo(x-Y2) = “=|e -at
V’?E[ . 76
I N A L
=TEe A T3 (e ¥

En las tablas Z’5 y Z'6 se dan los valores de erf (x para 0 = x =
1.99. Para x = 2 puede calcularse erf (x) con la serie anterior o también
con la siguiente expresion aproximada:

erf(x) = 1- % con 515 para 2<x <3

545 para 4 <x <7
56 para 7=x <o

El 4rea restante bajo la curva de
campana es igual a:

a =0

x-e a =0535 para 3<x=<4
a 0,
a =0

2 fge

erfc(x) = 1 - erf (x) = V’TIe -dt

@o(x) y [1— ®o(x)] en % del
drea total para valores especiales
de x (segun e'49):

x| @o(x)/%| [1-Pox))/%

+o0 | 68.26 31.74

+20 | 9544 456
+2580 | 99 1

+30 | 99.73 0.27

+3290 | 999 0.1
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Analisis estadistico E'g

Muestreo — Distribuciones

Muestreo: Por razones de economia se renuncia a menudo a una revisién
en 100% de todos los elementos de una poblacién. En vez de esto se efec-
tuan muestreos. Para que los elementos sean representativos del total, de-
ben ser arbitrarios y tener la misma probabilidad de ser escogidos (ejemplo,
por medio de un buen mezclado).

Objetivo del muestreo: Estimacion de la posibilidad de la proporcién verda-
dera de elementos defectuosos de una poblacién, con base en el numero
de defectuosos o fallas detectadas en una muestra.

Distribucién hipergeométrica: La probabilidad P(k) de encontrar exactamente
k elementos defectuosos en una muestra de tamafo n tomada de una po-
blacién N, se calcula con la expresion.

)

( N ; PN: numero entero
")

en donde p es la probabilidad supuesta de tener un elemento defectuoso
y pN es, por consiguiente, el numero de defectuosos en N. La probabilidad
de encontrar como méximo k defectuosos, o sea 0, 1, 2, ..., k, puede cal-
cularse con la distribucién hipergeométrica acumulativa:

P(k) =

X%:P(k) = P(0) + P(1) + ... + P(K)
)
- ﬁ’—(;—):_‘___, pN: nimero entero
x=0
n

Ejemplo:
En una poblacién N de 300 tornillos, pueden como méximo ser desecha-
blesp = 3%,0seapN = 3.Setoman muestragden = 20.;Cudntos
defectuosos son permisibles, si la probabilidad 2 P(k) es < 90%7?

SP(x)
x=0

El cdlculo muestra que se tiene sélo 1 defectuoso.

Otras distribuciones especiales: Ademds de la distribucién hipergeométrica,
la cual exige una gran cantidad de trabajo de cdlculo, se han obtenido
otras distribuciones especiales para determinadas hipétesis y condicio-
nes de frontera. En E’'4 y E'5 se muestran, ademds de la hipergeométrica,
algunas de dichas distribuciones junto con sus caracteristicas principales.
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Analisis estadistico E'10

Seguridad de un muestreo — Curvas de aceptacion

Seguridad de un muestreo: En una muestra de tamafo n tomada de una
poblacién de magnitud N se encuentran k elementos defectuosos. Sea p
la probabilidad de tener un defectuoso en la poblacién. La probabilidad de
encontrar mas de k defectuosos en la muestra se obtiene con la ecuacion e'57:

P(x>k) =P(k+1) +P(k+2)+...+P(n) = Zn P(x)
xok4

En el supuesto de que N es muy grande y p<0,1,—lo cual ocurre en un
gran numero de procesos industriales— puede efectuarse este
cdlculo (ver E'7) con ayuda de la distribucion de Poisson:

x=n xo x=k xo
P(x>k) = 3 (n;';) &P =1_Z("‘:) &P
xoka X° 0 X

Esta probabilidad, para valores pequeiios de k, se calcula facilimente con
la siguiente ecuacion:

x 2 k
P(x>k) =1- g_(nxp!) e"P= l-e'"p[1¢%+ (nzp!) *M*____(nkp!) }

x=0

P(x> k) se denomina también seguridad del muestreo. Con ayuda de la ecua-
cién e'60 puede determinarse con qué seguridad P(x>k), con una muestra
de tamano n y k defectuosos en ella, el porcentaje de partes defectuosas
en la poblacidn total toma el valor p = k/n, o bien cudn grande debe ser
la muestra n para que con k defectuosos aceptables y una cierta seguridad
deseada, la probabilidad de fallas sea igual a p.

Curva caracteristica de aceptacion: Un usuario se pregunta si una pobla-
cién de objetos que recibe satisface sus requisitos de calidad, o bien si el
fabricante ha entregado dicha poblacién con la calidad convenida. Una prueba
de 100% de la poblacién es muy costosa y no siempre es posible efectuar
ensayos no destructivos. Si se supone una probabilidad de fallas p=p,en
la poblacién, hay que determinar si se acepta tal poblacién cuando al efec-
tuar un muestreo de tamafno n se encuentran hasta k = c partes defec-
tuosas. La probabilidad de aceptacion L(p. ¢) = 1 — a,en donde a es el
riesgo del fabricante, puede calcularse en funcion de la probabilidad simple
P (k) dada por la ecuacion e’57.(También se conoce esta curva como ‘CO"".)

L(p,c)=P(0)+P(1) + . +P(k=¢c)
Suponiendo una X >
distribucion _ & (np)* p _ np (np) (np)*©
de Poisson, 'go k¢ "¢ [Hnm 21 Tt e
segun e'44

(Continua en E'11)



Analisis estadistico

Curvas de aceptacion — Valor AQL

E'11
(Continuacion de E'10)

Con esta férmula pueden calcularse las diferentes curvas caracteristicas de
aceptacion L(p,c) en funcién del porcentaje de partes defectuosas p en la po-
blacién. Se distingue principalmente entre dos tipos de curvas:

Tipo A Tipo B
n = const. ¢: parametro c: = const. n: parametro
Upd Ejemplo =00 |LPC Ejemplo n=t
L 10 —~ ]
\ \\\\ e N \j \4%
WO o AN Y
o8 NI o8l AN N
@O 0,5\ \ NN | @ oS! NG
38T\ SEEEEAAN Rd
59 S TR T TN
g8 Y| 585 R[S =y
a3 aal=d

12 3 & s 6 7
Defects. en pobl. —= p%

o
o

1 2 ] L 5 6 7
Defects. en pobl. —= p%

Observacién: Cuanto menor sea el
ndmero maximo de defectuosos ¢
en la muestra, tanto més se acerca
la curva de aceptacion al porcentaje
de defectuosos @ en la poblacién;

Observacién: Cuanto mds inclina-
da es la curva de aceptacion, tanto
mayor es el tamafo de la muestra.
Como curva limite se obtiene un rec-
tangulo cuando n es el tamario de

¢ debe ser < n. la poblacién. Cuanto més inclinada
es la curva de aceptacion, tanto mas

estricta es la prueba; ndebe ser=c.

Valor AQL (Acceptable quality level = Nivel aceptable de calidad):
El acuerdo entre el fabricante y el comprador implica fijar la posicién del
valor AQL sobre la curva de aceptacién. Ese punto indica el porcentaje de
defectuosos p, de una poblacién para el cual ésta es aun aceptable con
base en una muestra cuya probabilidad sea (usualmente) de 90% (co-
mo L(p, ¢) = 1- a, es en este caso igual a 0.1, o sea 10%). Con referen-
cia a la curva de aceptacion tipo A, esto significa que, por ejemplo, en una
muestra de tamafio n, ¢, partes defectuosas serdn aceptables como
maximo. Para recibir menos par- L(pc’
tes rechazadas, el fabricante man- 0,
tiene su calidad (% de defectuosos ¢,
de la poblacién) muy por debajo del
valor AQL prometido por él, py*, en
donde sélo se permiten ¢, defec-
tuosos, lo que referido a la curva
original corresponde a una probabi-
lidad de aceptacion de aproximada-
mente 99%. En la prdctica se exige
con frecuencia un valor AQL con
po = 0.65%.

_ Aprox. 99%

Probabilidad
de aceptacién

o p, Defects. en pobl. —=p%

n: Tamafo de la muestra
c: Nimero maximo de defectuosos aceptable
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Confiabilidad — Definiciones

Analisis estadistico ‘E'12

Definiciones generales

t
n(t) -J)Hfl-dr

Confiabilidad R(t) = = e,
o
Probabilidad de fallas F(t) = 1 -R(t)
dR
Densidad de fallas r(t) = - T
-JA (t) ~dt
= A(t )-e°

Tasa de fallas o funciénde riesgo A(t) = %_E%_ = - fgﬂ'%fti

MTTF (mean time to failure, o tiempo medio a la falla) es el tiempo pro-
medio que transcurre hasta que ocurre una falla

- 00
MTTF = [r(¢)-t-dt = [R(t)-dt
[ pr 0
En sistemas capaces de reparaciéon se emplea en vez del MTTF, el MTBF,

(mean time between failures), que es el promedio entre dos fallas, o sea
MTBF = m. EI MTTF y el MTBF tienen iguales valores numéricos.

0

MTTF = MTBF = m = fR(t)-at
0

Teorema del producto de confiabilidades.

Si Ry, Ry, ..., R, son las confiabilidades de los elementos 1, ..., n, la con-
fiabilidad del sistema total esta dada por

Ry = Ry Ry ... Ry=TIR;
=1

t
-J[A,/r; « Aafr) .. Antr))-ar
= e°

Observacién:
Como modelos para la funcién de confiabilidad R(t) pueden considerarse
las funciones de distribucion F(x) dadas en E'4 y E'5 (cdlculo segun e’66).
La distribucién exponencial, de sencillo manejo matematico, cumple en
general de manera satisfactoria los requisitos (A = const.).

n(t) : condicién en el tiempo t considerado
ny : condicién inicial
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Analisis estadistico

Confiabilidad — Distribuciéon exponencial

E'13

Distribucion exponencial como funcién de confiabilidad

Confiabilidad R(t) =
Probabilidad de fallas F(t)
Densidad de fallas f(t)
Tasa de fallas A(t)

MTBF (tiempo med. entre fallas) m

Producto de confiabilidades
Rs

Tasa de fallas total Ag

-At
e

- At
=1-e

A-e M
r(t)
R(t)

(Dimensioén: 1/tiempo)

= A = const.

n

o

- 1
Je “‘d! =T

—A4t - Ayt -Ant
e -e e e e

(A1 * Age.. At
= e

1

+An = TeE

= A +dr+ L.

Para valores pequeiios, la tasa de fallas puede calcularse con la siguiente

expresion aproximativa:
A

Fallas

= (Condicién inicial) (Horas de servicio)

Los valores para A se refieren en general a horas de servicio:

Unidad: 1 fit =

1 falla/10® horas

Ejemplos tipicos para tasas de falla A en fit. (IC = Circuito integrado)

IC digital bipolar (SSI) 15
IC analégico bipolar (Op
Amp) 100
Transistor (Si) universal 20
Transistor (Si) de potencia 200
Diodo (Si) 5
Tantalio con electrdlito
liquido 20
Tantalio con electrdlito sélido 5
Aluminio, electrolitico 20
Capacitor de ceramica;
capas multiples 10
Capacitor de papel 2
Capacitor de mica 1
Resistor de capas de carb6n
100 5
Resistor de capas de carbén
100 0.5

Resistor de hojas metdlicas 1
Resistor de alambre en

bobina 10
Transformador pequeiio 5
Inductor de alta frecuencia 1
Cuarzo 10

Diodo emisor de luz (Falla:
dism. de la luminosidad

a 50%) 500
Unién soldada (manual) 0.5
Unién enrollada 0.0025
Unién con abrazadera 0.26
Contacto de clavija 0.3
Receptéculo de contacto 04
Conmutador giratorio 5...30

Observacién: Pueden encontrarse numerosos datos sobre confiabilidades en
las normas: DIN 29500, parte 1; DIN 40040, y DIN 41611.
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Conceptos principales

Matematicas financieras ‘ |:'1

1. Tasas de interés

Tasa de interés: Monto que se paga en un intervalo de tiempo unitario
por unidad de capital invertido.

Tasa efectiva Tasa actual de incremento por unidad invertida durante
de interés: el periodo contratado.

Tasa nominal Tasa del interés total que se paga en un afio sobre una
de interés: unidad invertida al principio del afio, considerando que
cualquier interés percibido durante el afio no se reinvierte.

Fuerza de Tasa de crecimiento continuo segun una cierta operacion
interés: de interés.

Notacién i: Tasa efectiva de interés anual.
i™ . Tasa nominal de interés por afio, pagadera m veces
al afno.

&: Fuerza de interés por ano.

Relaciones entre i, iy &:
(m)

e = +iy=0+ 7 )"

2. Acumulacion a interés compuesto

Interés compuesto:  Si el tiempo total de inversion se divide en varios perio-
dos y al final de cada uno el interés generado se incre-
menta al capital para ser invertido a la misma tasa, se
tiene una inversién a interés compuesto.

Notacién n: numero de periodos de inversion.

valor presente o principal de un capital invertido al inicio
de los n periodos de inversion.

S: Valor futuro o monto del capital después de n periodos
de inversién.

Relacién entre S, Py n.

S=pP@1 + i) para tasa efectiva de interés i
; (m)
S=P(1 + '—,,T)”’” para tasa nominal de interés

pagadera m veces al afio i™

S = pPe” para fuerza de interés &
p=Svisiv=(4+i)"




Matematicas financieras l F'2

Conceptos principales

3. Tasas de descuento

Tasa de

descuento:

Tasa efectiva

de descuento:

Tasa nominal
de descuento:

Fuerza de

descuento:

Notacién

Relaciones entre

dm:

Cuando se hacen los pagos de interés por anticipado,
corresponde a la cantidad pagada por anticipado, res-
pecto a la cantidad que se debe entregar al final del
periodo contratado.

Tasa actual de decrecimiento por unidad adeudada du-
rante el periodo contratado.

Descuento total efectuado en un afo sobre una canti-
dad comprometida para pago al final del periodo, con-
siderando que el descuento se aplica en m exhibiciones.

Tasa de decrecimiento continuo bajo una operacién de
descuento.

Tasa efectiva de descuento anual.

Tasa nominal de descuento por afo, efectuado en m
exhibiciones iguales.

Fuerza de descuento

d,dMys:

(m)
el =(1-d) =(1 —%)’"



10

11

f12
13

Relaciones diversas

Matematicas financieras ’ F’3

4. Relacion entre interés y descuento

Interés y descuento son dos puntos de vista diferentes respecto a un mismo
problema. A cada tasa de interés corresponde una tasa de descuento, y vi-
ceversa. Un pago de i al final de un afio corresponde a un pago d al principio
del mismo, esto es:

d(1 + i) = i,obieni(1 —d) = d
de donde, 9
1 + i

1-4d =

Relaciones entre tasas de interés y de descuento:

Monto de una Valor presente
unidad al fin de una unidad
de n afos antes de n afos
Fuerza de interés o descuento e " e "
n
Tasa efectiva de interés (1 + i) vho*)
. ) i(m) mn ,-(m) -mn
Tasa nominal de interés 1+ 5 1+
. -n n
Tasa efectiva de descuento 1-d (1 -d
d(m) -mn d(m) mn
Tasa nominal de descuento 1= 1= =5

Dv = (1 +i0)"

Ecuacion de Consiste en dos series de obligaciones vinculadas por
valor: un signo de igualdad y valuadas en una misma fecha,
llamada ‘‘fecha de valuacién''.

Ejemplo: Una persona adeuda $30 000 000, pagaderos dentro de
5 anos y $25 000 000 pagaderos en 8 afos. Desea cam-
biar estas deudas haciendo dos pagos iguales al cabo
de 1y 2 afios, a partir de ahora. De cudanto serén los
pagos requeridos si el interés es del 9% anual conver-
tible semestralmente?

Solucién: Sea x la cantidad a pagar al final del primero y segundo
afio; i = 0.09.
Se puede tomar como periodo fundamental el semestre
y trabajar entonces con una tasa efectiva semestral
i = 0.045. La ecuacién de valor obtenida tomando como
fecha de valuacion el fin del segundo afo es:
30 000 000 V& + 25000000 V'2 = x + x (1.045)?
30 000 000 (0.767896) + 25000 000 (0.589664) =
x + (1.092025) x
de donde

x = $18 058 331.04
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Anualidades y amortizacion

5. Anualidades

Anualidad :

Anualidad cierta:

Anualidad
contingente :

Anualidad
ordinaria:

Notacién az:

A:

Sa:

S:

Relaciones entre az,

Serie de pagos periddicos, de sumas generalmente igua-
les, que se efectian durante la existencia de una si-
tuacion dada.

Serie de pagos periédicos que deben efectuarse con cer-
teza e independientemente de cualquier evento o suceso
fortuito durante un cierto tiempo.

Serie de pagos periddicos que se efectuan sujetos a
algun evento.

Serie de pagos unitarios efectuados un periodo después
de su contratacién y pagaderos durante n afios.

Valor presente de una anualidad ordinaria pagadera du-
rante n periodos.

Valor presente de una anualidad con serie de pagos
iguales a R.

Monto de una anualidad ordinaria pagadero durante n
periodos.

Monto de una anualidad con serie de pagos iguales a R.

A SzyS
A = Ray
S =RS;

Sa = (1 + )" a5

= yn
ay = V" S

Ejemplo : Una persona desea disponer de un capital de $1 000 000 000 dentro
de 10 afios, formado mediante depésitos mensuales en un banco que le
ofrece el 9% de interés anual convertible mensualmente ¢De cuénto debe
ser el aporte o renta mensual para lograr su objetivo?

(Continua en F’'5)



Anualidades y amortizaciéon

Matematicas Financieras ‘ F' 5

(Continuacion de F'4)
Solucién : El depdsito mensual debe ser % con p= 12, de donde aplican-

do la férmula del monto se tiene:

_ Ra 0.09
S = N Smm i ol T2—
sp
R, =
“ smi'
R, . 12.000000000
Si510.0075
R, = 12000000000 - $62010900

y la renta mensual: TRS— = $5 166 741.66

6. Amortizacion:
Amortizacion: Método para extinguir una deuda mediante pagos pe-
riédicos, generalmente iguales, en los que se incluyen
tanto intereses como capital.

Tabla de Registro del destino a intereses y capital del pago pe-
amortizacion: riédico de una amortizacién.

Capital insoluto: Capital que se adeuda en cada periodo.

TABLA DE AMORTIZACION PARA UNA ANUALIDAD ORDINARIA
PAGADERA DURANTE n PERIODOS

Distribucién del pago

Numero del Capital insoluto Intereses Capital
pago al principio del contenidos contenido
periodo en el pago en el pago
1 an 1-vn vn
a;— 1 -y vt
a:— 1 - yn? vn-2
1 = yn-t-v yn-(t-1)

n a; =V 1 -V v
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Casos especiales

7. Casos

de o

Anualidad
anticipada:

Anualidad
diferida:
Perpetuidad :
Anualidad

creciente :

Anualidad
decreciente :

Notacién [
S5

m/a; :

ac

(fa); :
(Da),, :
a® .

s('%)

Anualidad en la cual el primer pago se efectua al prin-
cipio del periodo.

Anualidad ordinaria en la que se establece que el pri-
mer pago se efectuara después de un cierto numero de
periodos.

Anualidad en la que se estipula efectuar pagos en forma
indefinida.

Anualidad en la que el monto de los pagos crece pe-
riodo a periodo.

Anualidad en la que el monto de los pagos decrece pe-
riodo a periodo.

Valor presente de una anualidad unitaria anticipada.

Monto de una anualidad unitaria anticipada pagadera
durante n periodos.

Valor presente de una anualidad unitaria diferida m pe-
riodos.

Valor presente de una perpetuidad unitaria.

Valor presente de una anualidad unitaria con primer pago
unitario y que crece aritméticamente 1 unidad por periodo.
Valor presente de una anualidad unitaria con primer pago
n 'y que decrece aritméticamente 1 unidad por periodo.

Valor presente de una anualidad unitaria con p pagos
iguales por periodo.

Monto de una anualidad unitaria con p pagos iguales
por periodo.

Relaciones entre diferentes tipos de anualidades.

dn= (1 + i)

am

in=1+ a4

So= (1 + i)
Sm=v\§m
Sa = Simn—

mla, = V™a,

m/a

=
= 1
* i

m

Sa

1

m

(Continua en F'7)
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Anualidades y amortizacion

‘F'?

(Continuacion de F'6)

ah-1+1-nV"

para tasa efectiva anual /

para tasa efectiva anual /

En lo siguiente: /' = -

para tasa nominal de interés
iMconm = p.

para tasa nominal de interés
iimconm < p, yp = mk para
k entero.

para tasa nominal de interés

iMconm>pym = kp para
k entero.

para tasa nominal de inte-

rés i, en el cual no coin-

ciden la frecuencia de los

pagos con la convertibilidad
1 de la tasa de interés.

1]

(1a); = 7
n-a
D
(Da); = 7
® - _i
ay = l.(Tan
® = i
& i Sa
- 1
a® = - 3
1
SO = L Sm
® = 1 il
T T S
s = 1 i 4
Ll m i'(k) mn;
aP = 1 _a_,
m Fs; mnl i
s = __1 S .
m S mnl i
l(m) -mn
1=+ 5
a®
m j (m)\mip
ol )" - 1]
'(m) mn
T+ -
S =
i("" mip
P[(‘ + m) -
Ejemplo:
Solucién:
A = 5000000 & =

5000 000 [(1.08) @z 5]

Encontrar el valor presente de 4 pagos anuales iguales
de $5 000 000; el primero de ellos se efectua inmedia-
tamente y la tasa de interés efectivo anual es de 8%.

Se desea determinar el valor presente de una cantidad
anticipada a 4 afos; A = 5000 000 &-Esto es:

5000 000 [(1 + i) &)
= 5000 000 (1.08) (3.31213)

= $17 885 502
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Ecuacion algebraica de cualquier grado

DEFINICION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA
Una ecuacién algebraica tiene la forma:
fo®) = apx" + an1x1 + .+ ax2 + aix + ap.

Todos los términos cuyos coeficientes a, son iguales a 0 cuando u < n se
pueden omitir.

La solucién de una ecuacion algebraica implica la determinacién de los ce-
ros (las raices) de la ecuacién, para los cuales f(x) = 0.

Caracteristicas

1. La ecuacién algebraica fn(x) = 0 de grado n tiene exactamente n ceros
(raices).

2. Sitodos los coeficientes a, son reales, sélo existen ceros reales o com-
plejos conjugados como soluciones.

3. Sitodos los coeficientes a, son > 0, no hay soluciones cuya parte real
sea>0.

. Sin es impar, cuando menos un cero es real, suponiendo que todos los
coeficientes a, son reales.

ES

5. Las relaciones entre los ceros x, y los coeficientes son:
I x = - a,_¢/a, para i=1,2,.
X x = ap-p/a,-q para i,j=12,...n
donde i=j
XX X, =-—any3la,-, para i,j,k=1,2,...n
donde i=j=k
Xy Xp Xge ... Xn = (-1)" - ap/a.

o

La cantidad de raices reales positivas de la ecuacién en cuestion es
igual a la cantidad de cambios de signo de la serie de coeficientes

an, an-1, @n-2, ... , az, @y, ao.
o este valor menos un numero par (teorema de Descartes).

Ejemplo: f3(x) = 2x3 - 15x2 + 16x + 12 = 0 tiene los signos
+ - + +
y debido a los 2 cambios de signo tiene 2 o 0 raices
reales positivas.

(Continua en G'2)
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(continuacién de G'1)

7. La cantidad de raices reales negativas de la ecuacion en cuestiéon se
determina mediante la sustitucion x = —z:

En este caso la cantidad de cambios de signo en la serie de coeficientes
an”, an-1", an-2", ..., @, ar”, ap" es igual a la cantidad de raices reales
negativas, o a este valor menos un numero par. Aplicado al ejemplo en
G'1, punto 6:

fa(2) = —22° - 1522 -16z+12=0

tiene los signos - - - + y por consiguiente la ecua-
cién g’ 7 unicamente tiene una raiz real negativa, debido a que tiene un
solo cambio de signo.

Solucién general
Si x; es una raiz de una ecuacién algebraica de grado n, fn(x) = 0, el grado
de fn(x) se puede reducir en una unidad a f,.1(x) = 0 cuando f,(x) se divide
entre (x — x1). Si se conoce también otra raiz x,, la ecuacién se puede
reducir un grado més al dividirla entre (x — x), y asi sucesivamente.
fal®) = @+ 8, 1 x" M+, ,x" %+, +aP+ax+a,
fl=x1) = fo () =8y X+ a2+ a)x+ay
fat/(X=X3) = foo (¥) = 82" X" 2 + @, 0"x" 2 + ...+ a"x + a,"
fa-2/(x—x3) . etc.

fillx=x0) = folx) = a,.

Hay un caso especial en el que las raices son complejos conjugados;
después de la divisién, el grado de la ecuacion se reduce en 2 unidades.
La division de la ecuacién algebraica fn(x) entre (x - x,) se puede llevar a
cabo facilmente aplicando el método de Horner que se describe en G'3.

METODO DE HORNER

El método de Horner es un algoritmo que se puede aplicar al polinomio P
de n-ésimo grado

Pa(x) = a@nx" + 8, 1-x" ' +...+a,-x+ag

para resolver los siguientes problemas:

* Célculo del valor de Pn(x) para x = xo.
* Célculo de los valores de las derivadas Py'(x), Py"(x), etc. hasta
P -
n (x) para x = xq.

*

Reduccién del grado de Pq(x) si hay raices conocidas.
* Determinacién de los ceros (las raices).

(Continua en G'3)
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Teoria de ecuaciones‘ G'3

Método de Horner (ver el esquema abajo):

Se igualan los coeficientes a, a a,(0 y se escriben los coeficientes del
polinomio P,(x) —comenzando con el que se relaciona con el exponente
méximo— en el primer renglén. Las posiciones donde no hay exponentes
tienen el elemento 0.

3

£ Esquema

1 8% a." a,9 a.4. &% &% &
20x _ %a" xpah " xan " ... 28" 58" xa"

3l &M e Mgl M g e g (g = bg = Py xg)

4z %@ xa® e ... na® na®

5 82 a? a,® a4®... a2 |a® = by =1/11-P,(x)

6%  Xoan® %2 ... xa®

anm an—1(=) ﬂn-zpf an—3m nee 52[3) = by = 1/21- Py"(xg)

X o xa"

3" |8y =byg = 1/(n-1)1- P V(xg)

Xy

a" =a,=b,=1/n-P" (x)

I
Ejemplo 1 del método de Horner:
Célculo de los valores de Pn(x), P,/(x), Pn”(x) y
Py”’(x) para x = xg; xo = 4:
Py(x) = X3 - 6x%2 + 11x -8
83(0) 82(0) a1‘°) 80( )

1 -6 11 -6
Xo=4 4 -8 12
1 -2~ -3 6 = P,4)
4 4 8
1 2 11 = P,'(4)
4 4

1 6 = P,'(4)-1/2); P,"(4) = 1-2:6 = 12

1= P,"(4)-1/3!; P,"(4) = 1-2:31 = 6
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Explicacién del método de Horner

Se va a calcular el valor de un polinomio y de sus derivadas en un punto
fijo x = xq.

Los resultados de las multiplicaciones de xo por los factores an(1), an.1(),
etc., indicadas por las lineas se escriben en el segundo renglén (por ejem-
plo, xo*an(") = xpan(M).
El renglon 3 muestra los resultados de la suma de los renglones 1y 2.
Por ejemplo a,,_,“’ - an_,‘o) + xo-a,,(‘) H donde a,,(" = a,,(o’
1
an_2(1) = an—z(o) + xo'an-1( )
Particularmente
1
a" = a® + x5+ 4™ = by = Py(x0)
significa el valor del polinomio en el punto x = xq.

Usando el mismo esquema, partiendo del renglén 3, por medio de mul-
tiplicaciones y adiciones se llega al renglén 5 con

a,® = by = P, (xo)

que es el valor de la primera derivada de Py(x) en el punto x = xo.
Este procedimiento se puede repetir n veces, puesto que un polinomio
de grado n tiene exactamente n derivadas.
Estos célculos dan como resultado:
Po(x) = 3™ + a,® (x-xp) + a® (x-x0)2 + ...
+ o+ ag ™ (x-x)"! + 2™ (x-xg)"
= Pq(xg) + 1/11- P'(xq) - (x=xp) + 1/21 - Pp" (xq) (x—)co)2 +...
+ o U (=) P () - (e-xp)™ T + 1 m - P () - (xxg)”

Ejemplo 2 del método de Horner:

Reduccion del grado si hay un cero (raiz) conocido xo, es decir, determi-
nar Py.¢ (x) usando:

Pp(x)/(x—xg) = Pp_q(x).

Datos: Po(x)=x®-6x2+11x -6 conlaraiz Xo=1.
Esquema: a3(°’ az“’) a, © ao(o)
1 -6 1 -6
Xg =1 1 -5 6
1 -5 6 0 = P,(1).

Resultado: Pp(1) = 0 indica que xo = 1 es una raiz de Pp(x).

Entonces Pn_1(x) = 1x2 - 5x + 6.
Las raices de esta ultima ecuacion (x1=2 y x, = 3) pueden ser determinadas
facilmente utilizando d 41.



g49

g'50

Teoria de ecuaciones G'5

Solucion aproximada de cualquier ecuacion

PROCEDIMIENTO GENERAL

Dado que la determinacién analitica de los ceros (raices) de las ecuaciones
algebraicas e incluso de las ecuaciones trascendentes sélo es posible con
restricciones, en G'6 a G'8 se presentaran los siguientes métodos para ob-
tener soluciones aproximadas:

Método de Newton
Método de la secante

Método de la interpolacion lineal, falsa posicién o regula falsi

Comenzando con un valor inicial aproximado, se puede lograr cualquier
grado de exactitud mediante iteracion.

Ejemplo de una ecuacién algebraica (polinomial):
x*-32+7x-5=0.
Ejemplo de una ecuacion trascendente:

x-lg(x)-1=0.

Procedimiento

o Determinacion gréfica de la aproximacion inicial trazando la curva a
partir de una tabla de valores conocidos.

e Seleccionar uno de los tres métodos senalados anteriormente. Ob-
sérvese que la interpolacion lineal siempre es convergente. Para los
demds métodos, la convergencia sélo se garantiza bajo las condicio-
nes citadas en G'6 y G'7. La desventaja de este examen adicional sera
compensada generalmente por una convergencia bastante mas rapi-
da.

e Con frecuencia se puede obtener una mejor convergencia comenzan-
do con un método y continuando con otro; en especial cuando des-
pués de varias iteraciones ya no se observa un mejoramiento en los
resultados.
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METODO DE APROXIMACION DE NEWTON

El valor xq es la primera aproximacion de

la raiz ng de la ecuacion f(x) = 0. Se traza y
la tangente en f(xo); la interseccion de la
tangente con el eje x es un mejor valor

que el punto de partida xo. El calculo de

x1 se hace como sigue:

X1 =X = f(x0)/f" (xg)-

Se calcula el valor mejorado x, usando x4 en forma semejante:

|x,// ’:a X

X3 =Xy = f(x1)/f"(x9) etcétera.

La repeticién multiple de este método conduce a los resultados de cual-
quier precision que se desee.

Regla general
X1 = X — )/ f' () s k=0,1,2,...
Condiciones para la convergencia en este método:

e ng es un cero sencillo (no multiple)
e entre xo y ng No debe haber méximos o minimos de la funcién f(x).

Convergencia: Localmente convergente.

Comentario: Los valores f(x,) y f'(x,) que son necesarios en el método de
Newton se pueden calcular muy facilmente mediante el método de Hor-
ner descrito en G'3.

Ejemplo: f(x) = x * log x — 1. El valor inicial para obtener un cero que satis-
faga f(x) = 0 puede ser xo = 3.

1erpaso: @' 51 requiere el cdlculo de la derivada f*(xo):
f'(x) = lg(x) +Ig(e) = Ig(x) + 0.434294.

22paso: Determinacion de un valor mejorado xq:
De acuerdo con g'51, los valores xo = 3, f(Xo) = 0.431364
y f'(x0) = 0.911415 proporcionan el valor xy = 2.526710.

3erpaso: Determinacion de un valor mejorado xp:
Usando los valores xy = 2.526710, f(x) =0.017141
y f'(x1) = 0.836849, a partir de la ecuacion g'52 se obtiene
x2 = 2.506227; error + 0.000036.
Con x; el cero tiene un error de 0.000036.

42 paso: Si la exactitud de x, no es suficiente, se deben efectuar mas
iteraciones.
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METODO DE APROXIMACION DE LA SECANTE

Se sustituye la derivada f’(x) del método
de Newton por el cociente diferencial: dos y
puntos adyacentes, f(xo) Y fx1), s€ unen
por medio de una recta. Debe determi-
narse el valor x; en la interseccién de esa
recta con el eje x; x; es la primera aproxi-

macién al cero ng requerido. | "z/ x'1
X1-Xo

=5 S0 e - f
En el siguiente paso se une f(xy) con f(x,). La interseccién de esta recta con
el eje x es la siguiente aproximacion.
Regla general de iteracion:
Xk~ Xk-1 =1,2,

) = f(xe-1) f(xk) * f(x1)

Comentario: Con frecuencia se puede obtener una convergencia especial-
mente rdpida cuando se usan alternadamente los métodos de la secante
y de Newton.

Xi41 =X~ fx)

Convergencia: Localmente convergente.
Ejemplo:f(x) =x-lgx -1; xo =4; x4 =3.
f(xo) = 1.408240; f(x;) = 0.431364.
12 aproximacion: x, =3 - 0.431364 (3 -4)/(0.431364 —1.408 240)
=2.558425.
Error flxp) =0.043768

2% aproximacion calculada con xq, Xp, f(x1) y f(xp):
X3 =2.558425 - 0.043768(2.558 425 - 3)/(0.043 768 - 0.431 364)
= 2.508 562
Error f(x3) = 0.001982.

En lugar de continuar con el método de la secante, se puede aplicar aho-
ra el método de Newton:

Por esta razén se debe calcular f'(x2): f'(x) = log x + log (e)
f'(xp) = 1g(2.558425) + 0.434294 = 0.842267
X3* =xp - f(x2)/ f* (xp) = 2.558 425 — 0.043 768/0.842 267 = 2.506 460.

Error: flx3*) =0.000230. x3* produce un error menor que x3, el cual
se determiné usando sélo el método de la secante.
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METODO DE APROXIMACION POR INTERPOLACION LINEAL.
REGLA FALSA O REGULA FALSI

Se escogen dos valores, xo y x1, de tal
modo que f(xo) Y flx1) tengan signos dis- y
tintos. Entre esos dos puntos debe existir
cuando menos un cero ng. La intersec-

cion de la recta que pasa por f{xg) Yy f(x1) i

con el eje x es la primera aproximacion xa. g H

Para determinar el valor mejorado x3, se LY ZED X, x
traza una recta por f(x2) y uno de los pun- '/f/(xo)

tos que se usaron antes, f(xo) 0 f(x1), y se

calcula la interseccion de esta recta con el eje x. jSiempre se debe usar el
ultimo de los puntos anteriores que tenga signo distinto al de f{xp)!

f(x4)

Se debe cumplir que f(xz) * f(x1) < 0 0 bien f(xz) * flxo) < O.

Regla general: < - X]

—Xk=X
Xi+1 =Xk — fx k=1,2,..
ka1 =X — fxi) - &0 - f(x) P
flxd *+ flx)
Aqui, j es el valor maximo menor que k para el que es valido
flx2) * flx1) < 0.
Convergencia: Siempre convergente.
Ejemplo: f{x) =x * log x — 1; eleccién de xo = 1, con flxo) = —
=3 con f(x1) = +0.431364
en este caso se cumple queﬂxo) * flxy) < 0.
3-1
431 —_— =2 B
-fx) T/ (x) f(xo) = 3-0.431364 0431364+1 2.397 269;

flxz) =2.397269 - log 2.397269 — 1 = - 0.089717. Este valor representa
la exactitud con la que x, se aproxima al cero.

Puesto que f(xz) * flxy) < 0, la recta se traza pasando por f{xp) y flx1).
La interseccidn de esta recta con el eje x es:

3 = Xp — f(xo) i ;3 ’;}x) = 2.501044; f(xs) = —0.004281

Puesto que f(x3) * flxz) > 0 pero flxa) *f(x1) < 0, se traza la recta que pasa
por flxz) y flx1). La interseccion de esta recta con el eje x es:

_X3-X1

X4 =x3 — f(x3)* f(xs) &) = 2.505947
f(x4) = —0.000 197 5.
Para obtener una mayor exactitud, se tiene que calcular la interseccién de

la recta que pasa por f(x4) y f(x1) con el eje x. Dado que f{(xs) « flx3) > 0y f(x4)
« flxz) > 0, no se pueden usar los valores de f(x3) y flxz).
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Elementos de maquinas | 0'1

Engranes con dientes de evolvente ‘

ENGRANES CON DIENTES DE EVOLVENTE
Geometria de engranes cilindricos rectos

Razén de engrane u = ?
1
- . , n zp"
Coeficiente de transmision i = ~ & = —8 - _Zb_
Wy np Za
Coeficiente de transmisién de engranes multiples
hot = d-dy-dy-...v iy
Funcién de evolvente inva = tana — a
P Esquema de la trayectoria transversal
h; - 1 . So > de contacto (Véase ISO/R 1122)
N B - Area del flanco
h = activo del
a 4 & engrane 1 f
b\ )
b-Q
a a ‘ b )

| 33

Si Ay E no quedan entre Ty y T, ha-

bré interferencia y se deberan usar

engranes “modificados” como los de
’3.

%y /

/™ Area del
 flanco activol
,/ del engrane
‘0, 2

1) Negativo para engranes externos
porque la rotacién es opuesta. Positi-
vo para engranes internos. En gene-
ral se puede omitir el signo.

Engranes normales de acuerdo con DIN 867
rectos helicoidales
paso normal n-d Pn = my-n
————————————— p=—5—=m-=x M
paso circular z pr = E(J)"é_ﬁ
) —bn_d.
mddulo normal mo2 _d my = S Z cos B
6dulo circul Tz M _ d
mddulo circular ™= cosB " z
adendo hy = hgp = m
dedendo hy = hp = m+c
claro en el fondo c=(01...04m=02-m

(Continva en O'2)

Véanse los subindices en O’'6 y los simbolos en O'9
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Elementos de maquinas

Engranes con dientes de evolvente

O~

Engranes normales
rectos helicoidales
dia d d = d="02 _ .,
idmetro de paso =m-z cos B 4
diametro de adendo dy = d+2-h,
diametro de dedendo di = d-2-h
angulo de presién a = a,=q=0ap| 0y = Qp
tan a,
tan a; =
cos 8
diametro de la base dy = d-cos a dy, = d-cos a
. 1
Num. equivalente de In = I o a
dientes cos®fy - cos
ver tabla en DIN 3960
z
~ cos3pB
Num. min. de dientes
: - 2
= =~ e . 3
Paraevitar | teoria | zg son?a 1‘7 Zgs 17 -cos3p
socavamiento A
producido por para ap=20
herramienta
detalla |[practica| zg =~ 14 <—| z,¢ ~ 14.cos3
extension gs = b-tan|B|
Tren de engranes normal
rectos helicoidales
. + + +
distancia entre centros| aq = d—%iz =m3 222 aq = 4 242 =mg 22_10052123

longitud del arco de
contacto (longitud

]
9a= 7% [Vd312 - dp4?

+ Vdao? - dp2? -

total) = (dpq + dpo)-tan ay)

razén de contacto £y = _ 92 £q = _Ga

transversal p-cosa Py COS ay

razon de traslape &g = M
mg -7

razoén de contacto Ey = Eq + &g

(Continva en O'3)

Véanse los subindices en O'6 y los simbolos en O'9
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Engranes con dientes de evolvente

Engranes modificados

rectos helicoidales
P, Pnv Pt» 2, Zp
m, m,, m, d, dy ver engranes normales
0'35/36 | desplazamiento del perfil x-m x-mg,
, = _ _z-sen?a _ _z-sen2q,
ouTise § para evitar xm;,n ) 2 * | ™" 22 cos B
= . ; . 1-sen . 1-
o interferencia + a0 Oa0(1 —-sena) + hao - 0a0 (1 —senay)
° g m m,
g € puede ser hasta 0.17 mm
(-
o : - - 3
o39/40 | SE para evitar x ~ 14-z ~ 14-(z/cos’B)
= § interferencia") 17 * 17
, G | para obtener deter- Z1 + Zp) - (eV Ay — ev
o'41 § minada distancia | X1 + X2 = e z)zfta:(;’n' %)
entre centros (total)
+ 2,)-
0'42 | o calculado de COSQyy = w + COsay
0’43 | o bien evay, = evat+2-£12‘:2-tanarl
Zy+ 25

a = a,. 08

044 | distancia entre centros COS @y

o'45 | coeficiente de modifica-

cion de adendo k*-mg= a-ag—my-(x; +x) 2

0'46 | adendo hy = hgp + X-my, + k*-m,

0'47 | dedendo hi = hep - x-my,

0’48 | diametro externo dg = d+2-hy

0’49 | didmetro de dedendo dy = d-2-h

’ -1 2_g..2 2 _d..2-

950 | jongitud del arco de 9 = 3 [\/dm dyi? + \[dap? - dy;

contacto — (dyy + dyp) - taN A
o0'51/52 | razén de contacto £, = /(p - cosa) le. = qg./(p,- cos

transversal « = 9/ ) |€a = ga/ (P @)

0’53 | razén de traslape gg = b-sen|Bl/(m,-n)

0’54 | razdn de contacto Ey = E t &

") si se desconocen datos de la herramienta, supongase op = 20°.

2) Observe el signo. Con engranes externos, k x mn < 0! Cuando k < 0.1 se
puede evitar la modificacién del adendo.

Véanse los subindices en O’6 y los simbolos en O'9
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Engranes con dientes de evolvente

DISENO DE ENGRANES CILINDRICOS RECTOS
Las dimensiones dependen de

la capacidad de carga del dedendo del diente
la capacidad de carga del flanco del diente

que se deben cumplir en forma independiente.

El disefio del engrane se comprueba de acuerdo con DIN 3990. Mediante
conversion y agrupacion de varios factores, es posible obtener algunas fér-
mulas aproximadas a partir de la norma DIN 3990.

Capacidad de carga del diente (calculo aproximado)
Factor de seguridad Sr para el caso de falla del pie del diente por fatiga:

S OFiim-Yst YNT- YoreiT- YRreiT - Yx

= Fy Z Skmin
bom.  Ka Ky Kea Kep Yra'Ysq-Ye Vg
" Y,
g

Se suponen las siguientes simplificaciones:
(Keg"Ye-Yp) =1, Ygr = 2, Ynyr = 1,
(YoreiT* YRrerT Yx) = 1

my, 5 . (Ka- Ky) - KFQ' Yes- Sk min
b 2 Ofjim

Yrs: factor de forma del diente para engrane externo (ver diagrama)

Ka+ Kv=1...83, normal- 5.2
mente (considerando
choque externo e irre-
gularidades que so-
brepasen al par nomi-
nal, fuerzas dinami- Yrs 4.8
cas internas adiciona- T

4.6 4

5.0

les causadas por erro-
res de dientes y la ve-
locidad circunferen-
cial). 444

4.2 4

limite absoluto

10 15 20 30 4050 60 8 100
SEmin = 1.7 (valor guia) 20 Zn: T e
O Flim : Ver tabla de valores guia en O'5
(Continua en O'5)

Véanse los subindices en O'6 y los simbolos en O'9



Elementos de maquinas 0'5

Engranes con dientes de evolvente

0’60

0’61

0’62

063
0’64
0’65
0’66

Capacidad de carga del flanco del diente (célculo aproximado)
Factor de seguridad SH en el caso de corrosion:
Sy = UHh’m-ZNT'(ZL‘ZV'ZR)‘ZW'ZX

u+1 b d *ZyZg-Ze-Zp- \|Ka- Ky Ko~ Ky
Enlos metales. el factor de elasticidad Zg se simplifica a:
Zg = \0175-E donde E = 25,5—15‘22
Por consiguiente, se obtiene la siguiente férmula aproximada:
—_——
2 \/%"‘,‘;10175-5@0 B ZH.ZE.M‘M'W'M

SP 202, Z7)  Zn1 Zw - Zx)  Oniim
ZnT" Zw 2x

NI
ver 0’66 ~1

Z SHmin

valido sélo para oan = 20°

Valores aproximados de resistencia 28
(Diagramas en DIN 3990, parte 5)

Material Especificacién arlimlom.m
Norma|  Grado
Cl A48-508
ASTM | A536-20-90-02
cs AS572 Gr.65
1064
AS | SAE 4140
ASCH 3240
Cl: hierro colado

CS:  aceroal carbén
AS: acero aleado
ASCH: acero aleado cementado

e 10 200 3 40
(Continda _oqe | dngulo entre ejes para engranes
en06) | ZnParaon=20"1 ook dales (cilindro de paso) [P =

Ka- Kv: ver capacidad de carga del dedendo del
diente (0'57)
SHmin = 1.2 (valor guia)
G Hiim: Ver tablas de valores aproximados
Zy: factor de zona (ver diagrama)
(ZL* Zy * Zg) = 0.85 para dientes tallados o desbastados
= 0.92 para dientes rectificados o tallados con altura
promedio de cresta a valle R;100 < 4 pm.

Véanse los subindices en O'6 y los simbolos en O'9



0’67
0’68

0’69

070

o071

072

073

074

Elementos de maquinas 0'6

Engranes con dientes de evolvente

En 0’56, 0'60 y 0'62 se deben conocer b o by d. Las razones siguientes
son estimativas y se deben usar en calculos preliminares:

Dimensiones del pifién

. di O bien:
Ya sea: l dejer |a partir de la relacién de
— — engrane iy una distancia
pifién con eje integral 1.2...1.5|a especificada entre cen-
- ) '28-29-4
pifién de rotacion libre sobre el eje 2 tros (ver 0'28-29-44)

Razones de ancho de diente

Calidad de dientes y cojinetes

3o
l

dientes bien colados o cortados con
soplete

dientes maquinados; cojinetes a cada
lado, en construccién de acero, o pifién
en voladizo

(6)...10...15

dientes bien maquinados; cojinetes
soportados a cada lado en la caja del
engrane

15...25

dientes con talla de precisién; buenos
cojinetes a ambos lados y lubricacién
en la caja del engrane: ny < 50 s-1

20...40

engrane en voladizo

IA

0.7

totalmente soportado

IA

15

Subindices para O'1 a 0’8

: engrane conductor

: engrane conducido

: mitad de diente en engranes cénicos
: normal

: herramienta

: tangencial

: engrane menor o piién
: engrane mayor

N=2< ~033o0cw

: en cono posterior (0 engrane cilindrico virtual)

Véanse los simbolos en O'9



0'82/83

0'84/85

Elementos de maquinas O'

7

Engranes coénicos

ENGRANES CONICOS

Geometria de engranes c6nicos

Se aplican las ecuaciones 0’1 Re Cono
a 0’3, y también:
angulo é del cono: b R E 1
b2 [7) 4.
senX —~ ;
tan §y= ————; : . F,
" cosT+u 7 = —v SN
! N~
(2=90°=>tan61=l) = NNNNVHIN
u 2 | 2
d
_ senX . m2
and;= o5y + a \ s /
(E=90°=tan 6, =u) (cono posterior
dngulo entre S6l P
. T =64+ 6 olo se muestran las
ejes } ! 2 fuerzas
axiales y radiales que
distancia del _ de actuan sobre el pinon 1
cono € 2.senés

Del desarrollo del cono posterior para examinar las condiciones de en-
grane y para determinar la capacidad de carga se obtiene el engrane ci-
lindrico virtual (subindice “v” = virtual) con los valores:

4 2Zv2 dm

cos & Tz, ‘ 4 = Zosd

engrane cénico recto

zZ, =

Las férmulas 0’7 y 0'10 a 0’15 también se pueden aplicar a la superficie
del cono posterior (subindice “e”).

Disefio de engranes cénicos

El disefio se basa en el PUNTO MEDIO DEL ANCHO b (subindice “m”)
con los valores:

Ry = Ry -

(M)

3

3

-

I
NN IS“-

~

dm

2-Ryn-send Fpy =

a
3

(Continda en O'8)

Véanse los subindices en O'6 y los simbolos en O'9



0’86
o'87

Save)

0’88

0’89
090

091

0'92

093

0'94

0’95

Elementos de ma’quinas’ 0'8

Engranes cénicos

Fuerzas axial y radial en el engrane
fuerza axial Fa=Fmetano - send
fuerza radial Fi=Fn-tana +cosd

Capacidad de carga de la raiz del diente (célculo aproximado)
Factor de seguridad Sr respecto a falla de la raiz del diente oor fatiga:

S = Urlrm'YST'YbrelT'Ymen'Yx
*Yes Ye- Y (Ka® Ky Keq - Krp)

= smen
ber- mmn

Con excepcion de Ysr, se determinan los factores Y para engranajes rec-
tos virtuales (subindice “v”).

Resulta la férmula aproximada: ,
ver 0’94
)7? SFlim

i YST (Ysrei7* YRreiT YY" OF iim
— -1 =1 —e e

0856 2 =1

Yes: Sustituir la cantidad de dientes del engrane recto complementario z,.
Asi, la gréfica para engranes rectos de la pagina O’4 también se puede
aplicar a engranes cénicos.

Ver todos los demas datos en 0’57 a 0'59.

Capacidad de carga del flanco del diente (célculo aproximado)
Factor de seguridad Si en el caso de corrosion de la superficie del diente.

S, = Oniim*(ZL-Zy-Zr) - Zx
H

F +1
wdwt";’en'uv“v 'ZH'ZE'ZE'ZK'VKA‘KV'KHa'KHﬂ

Para los metales, el factor Zg se simplifica como sigue:

Zg = \/0.1755 con E = %

Obteniéndose la férmula aproximada:

F,
Mma = b_m‘YFS'Ye'KFa'YK‘(KA
eF —_— ——

= SH min

ver095~1 =1 ver094
doy > \/2 Ty-cos &y uv+1 .0175-E- ZaZe zvxua VK Ky \/KH * Simin,
" ben (@2, Zg) Zx- Oy ym
e a3
0.85- b vero66 =1

Kinp = Krg = 1.65 para pifion y engrane totalmente soportados
1.88 para un elemento totalmente soportado y otro en voladizo
= 2.25 para pifién y engrane en voladizo
Zn: ver diagrama para Zx (péagina O'5); sélo es valido para
(x1+x2)(z1+22) conB=Pm.
2y =2.495 para a = 20° y engranes normales o modificados.

Véanse todos los demds datos en 0’63 a 0’66

non

Véase los subindices en O’6 y los simbolos en O'9



Elementos de maquinas 0'9

Engranes, trenes de engranes

Notacién para paginas O’1 a 0’8 (ver subindices en O'6)

a . distancia entre centros (aq: distancia normal entre centros)

b : ancho de flanco

ber/ben : ancho efectivo de cara (base/flanco) para engranes cénicos

hso : adendo de la herramienta de corte

hap : adendo del perfil de referencia (por ejemplo DIN 867)

hp : dedendo del perfil de referencia

k* : cambio del factor de adendo

z : ndmero de dientes

F : fuerza periférica sobre el cilindro de paso (seccién recta)

Ka : factor de aplicacion

Ky : factor dindmico (respecto a fuerzas dinamicas adicionales origina-
das por desviaciones del engrane y vibracién por flexién de diente)

Kro/Krp : factor de carga transversal/carga en el flanco (esfuerzo en la raiz)

Kha/Kiip : factor de carga transversal/carga en el flanco (esfuerzo de contacto)

Re  : longitud total del cono de paso o primitivo (engranes cénicos)
R : longitud media del cono de paso o primitivo (engranes cénicos)
: par de torsién

Yra : factor de forma del diente (fuerza aplicada en la punta de un diente)
Yrs : factor de forma del diente para engrane externo
Ysa : factor de correccién por esfuerzo (aplicado en la punta del diente)
Yst : factor de correccion por ésfuerzo
Ynt o factor de duracion el indice “T" es para
YrreiT: factor de superficie relativa condiciones normales
srelT - factor de sensibilidad relativa
Yi/Yp/Ye . factor de tamafio/dngulo de hélice/relacion de contacto para el
dedendo del diente
Ze/lZ2Z : factor de elasticidad/zona/lubricacién
2Zn1/Zr/Z, : factor de duracion bajo condiciones normales/aspereza/velocidad
w : factor de endurecimiento por trabajo
Zx/Zx: factor de conicidad/tamano
Z, . factor para flanco por dngulo de hélice/razén de contacto
on : angulo de presion
ap : angulo de perfil de referencia (DIN 867: ap = 20°)
awt : angulo de operacion

B : &ngulo de espiral para cilindro de paso helicoidal
Bb  : angulo de espiral para cilindro base de engranes helicoidales
p : &ngulo de friccién dindmica (tan p = p).

pao : radio de arista de punta de la herramienta.
OFiim : resistencia a la fatiga
OHiim : Presién de Hertz (presién de contacto)

Calculos exactos para engranes rectos y cénicos: DIN 3990.

Términos y | engranes y trenes de engranes rectos DIN 3960
definiciones { engranes y trenes de engranes cénicos DIN 3971 : o0 BS 2519
para engranes de gusano recto DIN 3975



p1
p2
p'3
p'4

p's

p'6

p'7

Analisis de esfuerzos Pﬁ

Acciones combinadas

Estado de esfuerzo en tres dimensiones

La configuracién general de los esfuerzos
puede sustituirse por los:

Esfuerzos principales g,, 03, 03 que
son las soluciones de la ecuacion

6-R6*+S6-T=0

donde R = 0,+0,+0,;
S = 0x:0y + 66z * 626, = LJ-GF-T,}
T = 6x0y0z + 2Tay Typ Tpp= 6x Ty 6y Ta=6, Ty

La ecuacién cubica se resuelve como sigue:

La férmula p’1 se iguala a y (en vez de a 0), y asi y = f(0) se grafica.
Los puntos de interseccion con el eje o linea cero dan la solucién.Tales
valores se sustituyen en p’1 y se obtienen valores mas exactos por en-
sayo e interpolacion.

El caso en que 0, > 0, > 03 da el esfuerzo cortante maximo
Tmax = 0.5 (04 — 03).

Flexién y torsién en ejes o arboles de seccién circular
Segun la teoria de la energia maxima de deformacién:

Esfuerzo equivalente: 6e = |/6f2¢ 3(a0- )" < Grperm,
Momento equivalente: n, = |/ 724+ 0.75(a0 T)

Para determinar el didmetro del eje se calcula el médulo de seccién s necesa-
rio a partir de

M
(perm.)

o : esfuerzo flexional de tension

7 .  esfuerzo cortante torsional

M :  momento flexionante (o flector)
T : momento torsionante (0 torsor)

a se calcula segun P2



Segun la energia maxima de deformacion para
esfuerzo normal esfuerzo cortante esfuerzo equivalente
Estado Tens. & >0: 6w =6, =6 6e= Yo -6)+
de esfuerzo ' N ! ™ Gs = 2 Tmax = 61~ 03 ¢ 5106 =6
tridimensional |Compr. 6; < 0: 6,4 = 63 = Gmin +(6,=63)+(63 = 6 )IT
Tens. 6, >0: O6,W= 6, = Omax
Estado =0.5 [(61*07)*L (0(’6,«)2‘”0(”‘0'T)2] WS = 2 Tmax =66, Ge = bé,z +68 = 6,62
de esfuerzo 2 7 P >
bidimensional |Compr. 6, < 0: G = 6; = G | = V(O2=Cy) +8 (a0 7) = Vo i+6y-6 ;6,+3(a0T)
=0.5(6.:46,)-Vi6,-6, 7+t (e 77
iguales a =1 ap = 1 ap = 1
Cargas L, Lo,
LI o o = Spem bl = o | g, = Smm oD
para o | dos Tperm b, 11, I 2-Tpermh I, N1 T3 Tpermhh I,
yr |9 ~ Gm M Gim, 1 11,10 _ Gm, b 11, NI
T Tl M 2 Zyml 11, NN .73 Ty T, 1M1
Compresién de materia- : “atilas
Tipo (?ne Tensién, flexion, torsion de les fragiles y ductiles. |1°%° :i?ngﬁggi;atenales ductiles:
Aplica- accl materiales fragiles: Tensién, flexiéon y tor- foriado Iamiﬁada
cion ty al hierro fundido, vidrio, piedra sién de acero con punto al ]minioy bronce '
materia de fluencia bien definido u ’
ractura con desgarre, fluen-  Fractura seca, con desgarre,
Falla esperada Fractura seca cia, deformaciénacentuada. separaciéon permanente;

*)Dan la mejor concordancia con los resultados de prueba
Oym, Tim SON valores tipicos para los materiales.

| 0y, 0z, 03 véase P'1

SEpBUIqUIOD SIUOIOOY

anjsa ap sisijeuy

d lSOZ.I

c



p'13
p'14

p'15

p'16

p'17

=

p'18

p'19

p'20

@ p'21

Analisis de esfuerzos

Datos de secci

ones transversales

P3

Momentos de inercia | y moédulos de secciéon S
Para la posicién del centroide C (y el eje neutro) véase K 7, Parte |

I e |, Scy S Secciodn transversal
(valores minimos) (valores minimos) (area A)
“ bR ~ b R? D —
PR s TR |
= h-b3 s i h-b? A7/ )
y = 12 y 776 ' H
m-d f
I'=IY=6—‘¢ Sy = Sy A - ©
_md _ d’
32 10
. Sy = Sy
L= Iy= g (0=d) | 7 pog* pi-g*
32 D 10D
Sy =0.1203- 8
Iy= 1,= 0.06014 s =0.6250 R’
= 0.5412 R S, =0.1042"s
=0.5413 R
T-a-b3 T-a bl
L= —% Sx =7
_ ma’bd m-alb
b= s Sy 5
b-h3 _ b-n?
%= 736 Sx= 24
I, y Sy corresponden también a un tridngulo irregular
_b:h _ bth
r= "ue Sy= "oa
;= h2 (a+d )Y’+2ab
xo 36 a+b s
+ x=
emsc = 32020 _ A2 (a*b)™+ 2ab
3 a+h 92 2a+b
- ha+2b ¢
€min 3 a+bd

Teorema de Steiner: (Para valores de / con res-

pecto a dos ejes paralelos;

2

Igg = I, + A-a

uno es centroidal, x)




p'22
p'23
p'24
p'25

p'26

p'27

p'28

Analisis de esfuerzos p'

Vigas —Cargas y deflexiones 4

Viga de seccion transversal uniforme
Ecuacién de la curva elastica

Lo siguiente se
aplica a cada
tramo de la
viga:

2
d!(2)= " =_Mb(l}=_1_
dz? vi(z) T I, 3
E-Ii-y'(2) = = Mpl2)
E-Iy'(z) = ~[Mb(z)dz + 0
E'I;'y(Z) = '/[Mb(l)dZ'dZ + Ci-z+ (C;
(4 : Radio de curvatura de la eldstica en el sitio z
y'(z) = tan ¢ (2) : Pendiente de la tangente a la elastica en el

sitio z.
y (z) = Deflexién de la viga en el sitio z
C, y C, son constantes de integracién a determinar por factores conocidos

P.ej:y (z) = 0. En el apoyo.
y (2); = y(2)i+1. Enla unién entre los tramos i e (i + 1)
y'(z) = 0. En el empotramiento de una viga en voladizo
y en punto medio de una viga con carga
simétrica.
y'(2); = y'(z);s1. Enlaunién entre los tramos i e (i + 1)

Energia de deformacion U a la flexiéon
Para una viga de longitud /

z =1
1 | mpi(z)
U=3|%r1 %
Z:=0
A
Para una viga continua: F.le(
(n tramos) A '
z
1

zy=l

+

1 Mpi(z)
Uty = ﬁ‘(/ Tn dz,

z4=0




T, °, avs) [vern O, [[_tory] [_razg
g g EEE
) Acciones Mom. méx. Eldstica y deflexion Defle- | yc, en C
Tipo de carga on los apoyos |en el punto (...)| =~ =} Pendiente, tan ¢ =y’ Xiones | ym, max. g
e——— 13 2 :3
d : U v =5p7 (2 31’?) £ Q.
£ 1 (A RE S e = <
"T—J Al Fl (a) 73 Vm= 35T E=
8y, y=F-1 tangg= - 577 ] a-
= _l?gbzﬂ 14.1--%13) =Lls.az.bz | S
s Lk Fab (" cEI TN Y as) e T T | O
7° T _.a 1 ”’,_l’_.a_‘.zz(ui__zz’_) =, LA | 8
N BT R P Yo%) TeEL 1 1M Tap) T W Se Ve |8
tan g, = % (1 +i) ym ©n el sitio e®
non 472V " 1+ =0
y y = gLt
" Nota: av | tan w5=~‘2’55 1 #%) i A gm
T ——+] Rg B[, 2, 273\ Fatz _Rg b _ bd\_ a*
Ko ey e Fefe |l W = gah (8- 3)- 282 - 10- B 2 2
o
8 F _~ A _ .. d*fa 3b\| cuando P, oz, 2 _Fdb SO
< ’ WB"p(T’z_z) b=0,414 1 ; |V2(2) = 65!(2 320 + \ °ET 2 =
2B Iz = r L2221 o474 (c) - (2322 N
" ol R BT IT RS | eEn- 211 O
Nota: a>b ’ tangg=F?b/(LETI L) (7,
( _ b7 b b? _ _F b LoD 3\ _2FBBIa2/ 1 |
I AR PRs= F"l—z(S-2-l-) “FaTr  (A)|uiz) '6_51"17(3“"2’3"’2 127)|Ym™ 35T T —2,,,,)
F Jg a? a @ _F a? 1 =i d ., 3\|Ym ©n el sitio v
1A BV |4Re= F7(3-27) =Foir  (B)|ya(z) =BEr 12\3b& 32Tz 2, = 2L b
I—' ¢ °—I ___________________ 2b+1 ~
= 2/92 2 B2 -
f 2z Iz,z ‘”A Fa b1 2,.1?2_?1 (c) ta - tane.=0 __F .asb3 m
Nota: a<b  |{M,= F ba¥/1? " %a %8 $T3EITTD




O,

€

: Acciones Mom. méx. Elastica y deflexion Defini-
Tipo de carga en los apoyos [enelpunto(. . .J " “Pendiente, tan ="y~~~ ~ "| ciones
a Fa 17(23 z Fal
=F—= -F == (a7
A= F @ (®)nay 6e1 z) BETL
\Rg = F(1 +%> Yy(2,) = m(2a 1 z;43a 2;%-2;°) en el sitio
—'—___F'———___—_F_a'l" 21= 0.577-1
tang,= ~gpr s tanet3 Ty T N
tan g.= 651(21*30) 3
= 1. =3L(_z__ z ) -9
vt gt W) v@ =g (R4t vm S BT
=1 __gqv N
LA 2wl tanwﬁ--m
g oWl [wl? _ql =z 2 z) __5qlt
trstra= - |5 (0| v =gl i(- 2 D) |t seEr
tang,= s3I0 = -
a"%_24£‘1 tangy
3 ql (z 2 zb) 14
=2 n =
tRs= w1 4 W v =gz \T 30%27%) 8587
5 1
YR= Swl tan g = en el sitio
8 8 48F
1 , 4 I = 0,4215 1
fHa= gt (5-25-2) T
V= w172 | wl B)_si(z_)_y_s_z_’z_’____:___ 3841
{Rg= w.1/2 12 ! tan g,= tan gg=0
= 2/4 2
‘QZZ - : izjé g—i—- (C)/ Las expresiones para y y ym no consideran el efecto del cortante|

sauoixajep A sebie) — sebip

d|soz

9

euy

19Nn}S9 ap Sis||

/



Analisis de esfuerzos p’7

Vigas hiperestaticas

Conversion a isostatica — calculo de reacciones

Una viga hiperestatica (o indeterminada Fig. 1 w
estdticamente) (Fig. 1) se convierte en (TT T T 1 ]
una isostastica o determinada (Fig. 2) 2 L1 1Cl | g
sustituyendo un apoyo por su reaccion a s [
(Rc, en la Fig. 2). Fig. 2 w
. . . r T i T T T } /V T l
La isostatica se considera formada por 2 b I o I S
dos subsistemas componentes (I y Il). Ja A Eay
Se calculan las deflexiones en el punto c
0 apoyo de hiperestaticidad (véase P'4 Subsistema | w
aP’6) para cada subsistema, en funcién T T T
de Rc. A [(TTTT I dT1] 8
a< —1\ _ PAY
Como no puede ocurrir deflexion real en =
el apoyo C. Subsistema Il y
c?
p'37 [Yer| = |¥e.| e =3
C T 3
Se evalua entonces Rc¢ y luego las de-
mds reacciones en los apoyos.
Resolucién de vigas hiperestaticas, simples
Sistema Sistema ; .
hiperestatico isostatico Subsistema | Subsistema Il
Yez
Fic ¢F R | o<~
2 ‘e o8 T'\-~L\("? A fF{ 8
F c F | Yer i
5 £ A £ |F s 7
A 8 ‘¢ 2 . ¢ 2g g.- \{
& Lo 1 o B — . o & 1 ¥
A Rsg! //d A ¢ Re 5
' 8y \
F F N F N ra2 .
S s )
£ R —=
4 |} BN M A, 3
1R, Ya |
w! Myow Mg w! re2
< - B AN h 1 P PN
{ LI T T RECITTCT T T [T T T (el ¥~
\A[' T 18 I T 4 e S N | B’
ez ~=— 7™ yoo | Ma 1 Me
Yy
()



Ejes y arboles

Maquinaria y elementos ‘ Q’'1

Ejes y arboles (céalculo aproximado)

Estabilidad . X
Mdéd. de secc. Diametro de eje Esfuerzo
Ejes a la flexion macizo circular permisible
requerido (Sy) (S = d°10) a la flexiéon?2)
fijos?) 3 <[ Srpom.= Ob Sch
S = M d = 10-4 ) ( 3...5 )
;= = |/
. O tperm. Otperm. |5, = Gat
rotatorios fperm. 3...5)
Méd. de secc. a la Didmetro Esfuerzo
Arboles torsién requerido de &rbol permisible
(S:) (polar) macizg a la tension?)
(S; = d%s)
Torsion 7 = lisen
pura s _ P (3...5)
Torsién ! T = _ Ttsch
Flexion P (10...15)
Presién de contacto Simplifi-
(aplastamiento) (p) cad‘,’__ R“l'r
. En el -_F <
q7 muiion }pm q- b= Peem. %
P Pmix
(véase Z'4) A I IJ m

Cortante debido a carga transversal: Calculo innecesario cuando
Para elementos de seccion circular (rotatorios) ¢ > d/4
Para elementos de seccion rectangular (barras fijas) ¢ > 0.325 h.
Deformacién por flexién véase P'5
por torsion véase P 7 (Parte l)

Vibraciones, véase M 6 (Parte |)

" Para las clases de carga constante (1) y pulsante (Il) (véase P 1, Parte I)
y perfiles simples (I, 0).

Irperm. Y Teperm. CONsideran los factores de concentracion, rugosidad, tamafio,
seguridad y combinacién de acciones.

En 7;pem., ademds el momento flexionante.

2)

[ : distancia de la fuerza F

M, T : momento flexionante, momento torsionante

Pm : esfuerzo de contacto o aplastamiento (para pperm.véase Z'4)
Pmax. : véase q'17; para otros casos véase Z'4.

puls : condicion pulsante (véase P 1, Parte |)

alt : condicion alternante (véase P 1, Parte |).
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Maquinaria y elementos‘ Q2

Uniones de ejes

Uniones de pasador
Unién de abrazadera

~n |

=3

<
po d =

|

U

f

Fa
Junta ideal sin
demasiada rigidez

Unién de cono

conicidad 1 : x = (D - d) : 1

Férmula aproximada para la fuerza
axial sobre la tuerca (Fa):

_ 2Ty ‘a
fa = H“-dm tan(2 *9)
D +d

2

dm

Uniones ranuradas

De cuiia plana (cdlculo aproximado)
El cdlculo se basa en la presion de contacto o aplastamiento sobre la cara
de la cuiia (o chaveta) en el material de menor resistencia. Tomando en
cuenta la curvatura del eje o arbol y el redondeo r,, la altura efectiva del
elemento puede considerarse aproximadamente como f..

2-T
d" to" Poern. =

(continua en Q'3)

El significado de los simbolos estd en Q'3.
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Uniones de ejes

Maquinaria y elementos. Q'3

(Continuacion de Q'2)
De rebordes multiples

Cubo para eje b Reborde de eje

! 3__L, 3 |
dm-h-f-n- Pperm |
on = 037 =,
A
_Db-d _,_, -
h = 3 g~k

La carga no se reparte equitativamente entre las ranuras y los rebor-
des, de modo que hay que aplicar un factor de ajuste f:

Elemento |

f
Reborde en eje 0.75
Ranura en cubo 0.9

Dimensiones del cubo
Se utiliza el diagrama de configuracién de uniones ranuradas de Q'4.

Ejemplo: Determinar la longitud L y el espesor radial s de un cubo para eje
que transmitira un momento de rotacién de 3000 N - m, hecho de
acero colado y con ranura para cufia plana.

1. Se elige el intervalo apropiado segun el tipo de unién *long.
cubo L, AC/AN: grupo @'’ y se siguen las lineas de ‘‘e” hasta
cortar la vertical en el punto base de 3000 N - m. Resultado:
L = (110 ... 140 mm), leido en la escala de L, s.

Se selecciona el intervalo apropiado segun el tipo de unién ‘‘esp.
radial s, AC, AN: grupo /"', y se siguen las lineas de ““/" hasta
que se logre cortar la vertical en el punto base de 3000 N - m.
Resultado: s = (43...56) mm, leido en la escala de L, s.

N

: Fuerza normal en la superficie de contacto

: Longitud efectiva de la unién

n : Numero de ranuras

» : Coeficiente de friccién (o rozamiento) deslizante

v : Factor de seguridad

@ : Angulo de friccion (¢ = tan™! )

Pperm. : Presion de contacto (aplastamiento) permisible. Para calculo
aproximado:

Material | Pperm N/mm?
HC (hierro colado) (gris) 40... 50 } (en casos especiales,

3

F,
i

AC (acero colado), se usan valores
AN (acero comun) mayores)

90 ... 100




Configuracion en uniones

Maquinaria y m_wamaom‘ 0\ 4

Diagrama para Q'3

Valores empiricos para ejes o arboles hechos de aceros usuales, pero no para
casos especiales (como en el caso de alta frecuencia centrifuga, etc.). La lon-
gitud L debe aumentarse en caso de otras fuerzas 0 momentos.

10000

Ejemplo de Q'3
5000

AC, AN

Espesor s

HC

2000

AC, AN
d
e
f
1000

Cubo o pieza de unién

Longitud L

HC
a
b
c
h
500

T T T
200
— = TenNm

Tipo de unién
Con montaje a contraccién por
interferencia, con cufia cénica, con
abrazadera o empalme ranurado

500
2001
\




Maquinaria y elementos Q’s

Cojinetes de deslizamiento

Cojinete de deslizamiento (chumacera)

Lubricacién hidrodindmica entre el muiién y el cojinete

La operacién correcta
es a temperaturas no
excesivas y sin un des-
gaste notable. Es de- .
cir, con la separacion Aceite
permanente por pelicu-

la de aceite lubricante

entre muidn y cojinete.

pmax

Distribucién transversal y longitudinal de la presién

Relacién anchura a diametro B/D

J—
B/D20

0 [ 1,0 15 )
L ) TR N S R S N |
Motores Bombas Equipos Lubrica-
de maquinas y disposi- cién con
automévil herra- tivos grasa
0 avién mienta, marinos,
engrana- turbinas
jes de vapor

Propiedades generales

Chumaceras cortas Chumaceras largas

Gran caida de presién en cada ex- | Baja caida de presién en cada extremo;

tremo; por tanto, enfriamiento efi- por tanto, alta capacidad de carga,
caz; con flujo de aceite adecuado. con velocidades de rotacién no ele-
Excelente para altas velocidades vadas. Enfriamiento deficiente. Ex-
de rotacion. ceso posible de carga en bordes.

Baja capacidad de carga con bajas .
velocidades rotacionales. (continda en Q’6)
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q'19
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Maquinaria y elementos‘ Q's

Cojinetes de deslizamiento

(Continuacién de Q'5)
Presion de contacto (aplastamiento) P. ppax.

: Pre- | _ _F 1
media l sién |p =55 8
de 2 ;I
maxima I con- Ip . < Gor Y
tacto I T 3 3 \ 14+
€ 6
‘ _ . S IAY
La presién maxima depende princi- 5 | 1
palmente del espesor relativo de la e.r11]
capa de lubricante. i N\
\ \\\\
. UERN
El diagrama muestra la razén de la 3 N
presién maxima a la presiéon media N =
(Pmax /P) en funcién del espesor re- 2 P
lativo de la pelicula lubricante. = =
! i
O [
0 01 02 03 0L 05
—_—

Holgura absoluta s y relativa y en la chumacera
v = 8/D

y es basicamente la holgura que se produce durante el funcionamiento
(incluyendo la dilatacion térmica y la deformacion eldstica).

s=D-d;

Valores tipicos y = (0,3...1...3)1073 "

Criterios para la seleccién de y

Caracteristicas

Valor inferior

Valor superior

Material del cojinete:

Viscosidad:
Velocidad periférica:

Presién de contacto:
Relacién ancho/diam:

Apoyo:

suave (p. ej. metal
blanco)
relativamente baja
relativamente baja
relativamente alta
B/D <0,8
autoalineante

Valores minimos para plasticos

metales sinterizados

duro (p. ej. bronce
fosforado)
relativamente alta
relativamente alta
relativamente baja

B/D =08

rigido
py=(3...4107°
y=(15...2107°

1) Para chumaceras lubricadas con grasa

y=(2...3103
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Embragues

Maquinaria y elementos‘ Q7

Guia para elemento deslizante
La guia funciona suavemente sélo cuando

tana(ﬁ o bien [ r_l_j‘—""‘

Fcos ]
la siguiente relacién S— - —\
o 2 4 tana \ é
R = A7 =4 tana R

Si las condiciones anteriores para tan « no se satisfacen hay peligro de
desviacion y trabamiento.

Embragues de friccion
Pérdida de energia y tiempo de deslizamiento

Elemento impulsor (motor) Embrague Elemento impulsado (carga)

Ts
I Sy Tuy W } H { Ja, T, W l

Un modelo simpificado con las siguientes condiciones basta para un
célculo aproximado:

Aceleraciéon del elemento impulsado de wp, = 0 a wp = wy.

w, = const.; T =const; Tg=const.> T_. Entonces

por operacion:

. . - . M’, T )
Pérdida de energia W, J2 - (1 + To-T,
. . . J2 - w
Tiempo de deslizamiento  t, = —/————
Ts-T,
Calculo de la superficie de friccion
Embragues de
placas planas Embragues
Una l Dos Accién multiple cénico cilindrico

Super{icie(s)

| [ i lllllll’ g
I il [l I
El numero y el drea de las superficies de friccién dependen de la presion

de contacto permisible pperm. ¥ de la capacidad térmica permisible por
unidad de 4rea (conduccién de calor) gperm-

(continua en Q’'8).

Significado de los simbolos en Q'9
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q'29

q'30

q'31

q'32

q'33

Maquinaria y elementos

Embragues

Qs

(Continuacién de Q'7)

Calculo para presién de contacto p

Para todos los tipos de superficies de friccion:

Az T
dond Pperm. Mdin *Rm
onde
R. =2 R’-R> _Ra+R;
M 3 RI-RZT T2
Superficies planas cénicas cilindricas
de friccion
Fuerza axial Fs = A'p Fa=Apsena -
para embra- Condicién
guggde placas tan a> pga,[Ra = R =Rp
multiples si no, habré
Ri _ 0.6...0.8 trabamiento
Ra
. Hest
: T, = - —_—
Para un eje U S Tam

Calentamiento permisible:

Para arranque con carga pesada |la temperatura maxima se alcanza en una
operacion. Depende de la pérdida de energia, tiempo de deslizamiento,
calor de conduccién, calor especifico y enfriamiento. Estas cantidades no
pueden incorporarse en una férmula general.

En el caso de operacién continua la temperatura constante se establece sélo
después de varias operaciones. Hay valores empiricos de la conduccion tér-
mica permisible por unidad de 4rea, gperm. ©N la Operacién continua.

Potencia friccional:

Condicion:

R = W-z
4 2 M2
Qperm

Significado de los simbolos en Q'9.
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Frenos y embragues

Maquinaria y elementos‘ Q9

Frenos de friccion

Todos los embragues de friccion pueden corresponder a frenos de accion por
rozamiento. (Véase también Q7 y Q'8)

Frenos de disco

Con elementos auxiliares.
Momento de frenado, Tg:

Ty =2-uFs j R,

Frenos de zapatas
Se ilustra un dispositivo de accién simplex, indicando las fuerzas actuantes.

Tambor del freno
. (sentido de rotacion)
de entrada l de salida
£l Byl " &
Py = 25 =fs b S
[ wrrer) UL vrars 1 Fn2
(Servo- F Fn2
accion) ol s ,L S~
M-Fni I o
Momento de frenado H
Zapata de
To = (Fa+Fo)) u-R 223 N zapata ce
< salida

(Para la accién de frenado de banda o cinta véase K 13, Parte 1.)

Simbolos para embragues y frenos de friccion

A : Area de la superficie de friccion

Tg Momento de frenado

T. : Momento de la carga

Tw : Momento del motor

Ts : Momento de operacién del embrague

T, - Momento de transferencia del embrague

R : Radio de la superficie de friccion

Rm., Ra, Ri . Radios medio, exterior o interior de la superficie
W, : Peérdida de energia por operacion

i Numero de superficies de friccién

j : Numero de elementos para disco

z . Frecuencia de operacién (EU:s7'; h™)
K. oudiny est . Coeficiente de friccidn, estatica y dinamica

w Velocidad de rotacién (angular)



Manufactura y procesos| R4

Maquinado y herramienta

Disefio de maquinas-herramienta: Consideraciones generales.

Las componentes de maquinas que estaran sometidos a estuerzos (ele-
mentos con superficies guias, piezas deslizantes, correderas husillos con
cojinetes) se disefian de modo que conserven una elevada exactitud o ajuste
durante largo tiempo. Cuentan con amplias dreas de contacto o apoyo y
son necesarios dispositivos para reemplazar las superficies desgastadas.
La deformacién méxima permisible en el filo o borde cortante (punta de for-
macién de la viruta) es de aproximadamente 0.03 mm. La férmula r'4 da
la fuerza de corte.

Estan disponibles elementos impulsores con velocidad de corte v = const.
en todo el alcance de trabajo (didmetros maximo y minimo de la herramienta
o de la pieza) con velocidades de rotacién (en rpm, r/min), en una gama
que va en progresién geométrica:

Nk = nypk?

La razdn progresiva p para las velocidades de rotacion n; ... ng, para k ve-

locidades se evalua por
k-1 n
- I/_k
P n,

Valores de p estandarizados: 1.12, 1.25, 1.4, 1.6, 2.0.
Serie basica Ry de velocidades con p =2\°/1_0 = 1.12:

100, 112, 125, 140, 160, 180, 200, 224, 250, 280, 315, 355, 400,
450, 550, 630, 710, 800, 900, 1000, . . . r/min.

Dispositivos de corte: Se designan por el numero de ejes y las velocidades
de salida.

Ejemplo: Un equipo II/6 tiene 3 ejes y 6 velocidades. Se ilustra como
sigue (para k = 6, p = 1.4, n; = 180, ny = 1000).

— — — Diagrama de escalas (simétricas) Disposicion de los elementos
— Diagrama de velocidades /la

o)

r/min
(rpm)

Los simbolos se explican en R’S.
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No.| Operacién K=|b= h= Ze = Observaciones
r l
11 | Rectificado LUL‘ —Z (cos @y =
gz | P1ano 1-2alD
Ps =
ifi Tab.
Rectificado Iy u 1. 1 D s Za
redondo 11 by |[E2—=Va[=* —) | =2 —
] D~ dy]| 2k o(1 ¥ p/d)
* | Accién + exterior + exterior
13 | de corte — interior — interior
2| (redondo)
Rectificado (cos @1 = cos ¢2) El dngulo o,
de extremo a o1 iku segun r'10
@s 14
henmm | 0.001| 0.002]0.003 |0.004 aen mm Delsbastaldo l | AIislado |
. 0.01] 0.02]/0.030.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006
g Fa'clor de Icorreccnlén Distancia efectiva del grano fx
-] @ ~ " . A A .
s| 2 40 51 43 4.0 3.6 sl 3 40 | 24 14 9 - - - -
|1 3 60 4.5 3.9 35 3.2 ] © 60 | 32 23 15 39 38 37 36
= o 80 4.0 3.6 3.2 3.0 -1 80 | 40 31 24 47 46 45 44
'S 120 3.4 3.0 2.8 25 E 2 120 | 53 44 37 60 59 58 57
E 150 3.2 2.8 2.6 23 <8 150 | 56 | 48 | 40 64 63 62 61
S 180 3.0 2.6 24 2.2 = o 180 | 58 50 42 66 65 64 63

€,H |sosa004d £ einjoejnuepy



Maquinado y herramienta

Manufactura y procesos‘ Ra

ris

ré

r17
rig

ri9

ra2o

Impulsién
Valores en progresién geométrica con

@=112-125-14-16-20.
Avances (alimentaciones)

Operacién Velocidad de Observaciones
avance
Torneado (long., u=n-s
exterior e interior)
Taladrado U= n-s;- 2z Para brocas espirales
2e T 25 = 2
s, = 05s
Cepillado u=v
_(comun y de mesa)
Fresado, plano y de u = 8z n-zg
extremo
Tiempos de corte
'c'—ll"-; donde L=+

Al calcular los tiempos de ciclo y maquinado para cada pieza trabajada, de-
ben considerarse los movimientos de avance o alimentacién y los recorri-
dos libres (o un corte), divididos entre las velocidades correspondientes.

Potencia y fuerza de avance

Potencia de avance P, ullpg + Fy)

Nmec * Neléc
Fuerza de avance Fo= 028 (I'c segun r'4)
Rozamiento (friccién) Fo = myg-u

donde m,, es la masa de la pieza en movimiento; por ejemplo, en el
caso de fresadoras, la suma de las masas de la pieza y de la mesa.

Hay que determinar si la potencia calculada con r'20 es suficiente para ace-
lerar las partes mdviles hasta la velocidad de movimiento réapido uy,, dentro
de un tiempo dado t,, (en las maquinas de produccién uy = 0.2 m/s). De
esta manera, se explica lo siguiente.

- Unm
o3

1
Timec * Neléc

Los simbolos se explican en R’'S.



Manufactura y procesos

Maquinado y herramienta

R's

Fc : fuerza de corte

Fy : fuerza de avance

: aceleracién debida a la gravedad

: grosor de la viruta

: nimero de velocidades de
salida

ke1.1: fuerza de corte basica en relacion
con el area

: factor de la operacién (de
magquinado)

. recorrido de corte

: recorrido de la pieza

: sobrerrecorrido en uno u otro
extremos con velocidad de
avance u

: numero de filos o bordes
cortantes por herramienta

g
h
k

K

—~ o~ —

Zs

Explicacion de la simbologia

(R'1 a R'4)
a : profundidad Ik : distancia de grano efectiva,
b : ancho de viruta segun la Tabla 2
by : ancho efectivo M. : momento de la fuerza de corte
desbastado b,, = B¢/1.4 n : velocidad de rotacién (r/min)
alisado by, = B/3 n, : velocidad minima de salida
B : ancho de fresado n, : velocidad maxima de salida
B,, B, : ancho de fresado medido P¢ : potencia de corte
desde el centro de la herra- Py : potencia de avance
mienta (alimentacion)
Bs : ancho del disco s : avance
d : didmetro del barreno s, : avance por filo
dw : didmetro de la pieza, exterior oft, : tiempo de aceleracion
interior te : tiempo de corte
D : didametro de la herramienta u : velocidad de avance
Fr : rozamiento (o friccién) uy : velocidad de avance alta

(movimiento réapido)
v velocidad de corte

Ze : numero de filos en accién

€s : relacién de esbeltez ( = als)
nesc . 6ficiencia eléctrica

nmec - eficiencia mecanica

[} posicién angular (4angulo de
presentacion)

: coeficiente de rozamiento
(friccion)

: angulo en la punta de la broca

p : razén progresiva

¢ : angulo de ataque (en fresado
o rectificado)
HM : punta de carburo

HSS : punta de acero rapida
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% r'26

ra27
r'28

r'3t
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Manufactura y procesos R's

Embutido y herramienta

Labrado de lamina en frio — Embutido profundo

Diametro inicial de la pieza base 0
- /A : 1 l ]
D = = ZAmi @ ; = : |

A son las dreas superficiales de las piezas terminadas que pueden deter-
minarse con las férmulas de las secciones By C (Parte I): b 30, ¢ 12, ¢ 16,
c21,¢ 25, ¢ 27y c 30. Las dreas segun los radios de transicion para las
operaciones de embutido y estampado se calculan como sigue:

- I A"
| I
d
_T n 2
Am= t» 2ndyrp +4(n-2)r) Am—z(2nd4+8r,)rs+rd‘
S — . T
Ejemplo (Considérese que rs = r, = r) S A,‘_l_':]
.
D = |[di+di-dwbdns2nr(divdd) +hnr? T L
| ~ <
Primera y segunda etapas d,
1er. paso 20. paso
[T
— d L —
< 2| &

_D _ dv
B = @ B2 d,

d
Brmix = Broo* 0,1 ~(£.0.001) | f2mss = Broo* 0.1 =(2-0.001)

1 I 1

For = ndys ki @ — Fp2 = 24 ndis Kima 92—
= 2 e
P = n|/o.6ﬂ.2—o.a \ ?, = |/o 6 '~ 0.4 l

Sin reco- |, . kfi+ ke
Kymy = X cido fm2 2
m) = T i
9 inter-
! Con | medio | Krmz= f‘

(Continua en R’7)



Embutido y herramienta

Manufactura y procesos ‘R'7

(Continuacién de R'6)
El trabajo especifico de deformacién (referido a la unidad de volumen) y
la resistencia (o esfuerzo) de fluencia k; se obtiene a partir de las curvas
de deformacién para el valor apropiado de la relacién de deformacion lo-
garitmica é.

Fuerzas de sujecion de la pieza base Fy; y Fn2

1er. Paso | 20. paso

Fu= (D)} 2o [(m DR ] Fup=(di~d) ﬁ,’g[(ﬁz—n +—]

El desgarre en el fondo ocurre si

Rpe F21 + 01 Fm R, Fz2 + 01 Frne
nds nd,s
Condiciones maximas de embutido, 8y R
Con | Sin Rm
Material Bioo recocido intermedio
B2max | B2max N/mm?2
Aceros:
St 10 1.7 1.2 1.5 390
USt 12 1.8 1.2 1.6 360
USt 13 1.9 1.25 1.65 350
USt 14 2.0 1.3 1.7 340
St 37 1.7 - - 410
Acero inox. (18% Cr,
9% Ni) 2.0 1.2 1.8 600
Al Mg Si (suave) 2.05 1.4 1.9 150
Explicacion de la simbologia (R'6, R'7)
Ay : d4rea de la superficie
Fz . Fx : fuerzas de embuticién, 1er. y 20. pasos.
Kim : resistencia de fluencia media, 1er. paso
Kim2 : resistencia de fluencia media, 20. paso
Ky 1, Fr2 : resistencia de fluencia segun &, y 4
r : radio
rs : radio del dado de estampado
rn : radio del dado de embutido

trab. de deformacion
vol. del elem. deformado
B1.B2 : relaciones de embuticion, 1er. y 20. pasos
Bioo : maximas relaciones de embuticiéon paras = 1mmyd = 100 mm
Bimax » B2max : MAximas relaciones de embuticién, 1er. y 20. pasos
nFy . nF2 - eficacias del proceso de deformacién, ter. y 20. pasos.

w : trab. de deformacién especifico =

8,62 : relaciones de deformacidn logaritmicas, 1er. y 20. pasos



Manufactura y procesos R’'s

Extrusion

Extrusion (empuje de conformado en matriz)

Fuerza de extrusién F = A kin o nL
F
Trabajo de extrusion W = V- kg, %L
e
r'39 | Resistencia de fluencia media kym = 2
Pa
Extrusion directa Extrusion
Cuerpo sdlido Cuerpo hueco inversa
i .
- ﬂ_°_~ Pidl "
7 > il 2
|
i i"\‘
¢ d $ do
no2 n 2 2 n
=1 = = - A = — d
A 2 dy A 7 (do dy%) ) 0
d2 1 de? - d:? In _,Q)’_
- = —-gz———",— = Ly
‘PA'ME‘," P nd;—d1 Pa dg - dj
x n 2 _ =R 2
V=-—4—ho'doz V=_4 ho(doz—da) 4 —Tdo'ho
ra3 7= 0.7..,0.8 [ne= 0.6...0.7 2= 0.5...0.6
Relacién de deformacién logaritmica maxima 8a max
Material Aceros ~ baja
Al99.5 | AIMgSi |C<0.1%|C<0.15%|C>0.15%| alea- | alea-
Extrusion suave cién cién
directa 3.9 3.0 1.4 1.2 0.9 0.8 0.7
inversa 4.5 4.0 1.2 1.1 1.1 0.95 0.8

: drea utilizada

: relacién de deformacidn logaritmica

: eficacia del proceso de deformacion

: volumen del elemento deformado

: trabajo de deformacién especifico (por unidad de volumen)
: penetracion (carrera del empujador)

EE<ss>
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Circuitos y redes

Sistemas eléctricos 1 S' ’

Resolucién de redes lineales

Generalidades: Existen métodos especiales que permiten el célculo de ten-
siones y corrientes en una red eléctrica, de manera mas facil que por el
andlisis de nodos y mallas.

Teorema de superposicién: En una red general se consideran aplicadas

sucesivamente en aquélla todas las fuentes de tensién? y de corriente?,
y se determinan en cada caso las diferencias de potencial y las intensida-
des de corriente originadas por cada fuente actuando individualmente. Se
cumplen las siguientes condiciones :

(a) Las fuentes de tension restantes se ponen en cortocircuito.

(b) Las fuentes de corriente restantes se ponen en circuito abierto.
La solucién final es la suma total de las soluciones parciales.
El procedimiento general para evaluar V, en una red general con tensiones

de fuente Vy, ..., V, y corrientes de fuentes Iy, ..., /.
Vo= ao Votay Vit ... +a,V, ,Ol;: ,'l;‘; J”l;:
+bolotbyIy+ o+ byl

VxaotVxatt -+t Vxay
+Vxbot Vxb1t .-+ Vxpu

Calculo de las soluciones parciales:

Vi = Vgqq donde V...V, =0, conVy *0, vyl ...
Vi = Vypq donde [, ...1, =0, conly y Vo
Ejemplo:

Vi = 0o Vot+ayVyt+bol,
VxaotVxa1+ Vxbo

]

Redes equivalentes para el cdlculo de cada solucién parcial:
Vo*0; Vi=0;1,=0|V,=0; V; 0, I, =0[V,=0; V; =0; [, + 0

Ry R R\
Rzg R 12
o 7Rl 5 f’° 3w
W T
v 1 1
Yo, 71
Vxao R1 l+_1_+l Vxat R l+l+l beo 10 l+l+l
RR'R RIR R Ry R;R
V Vi 1
da V, Vo P B
Tonsidn et e Vx = R R o) TR T TR R

" AExplicaciones en S'2 (continia en S'2)
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Sistemas eléctricos S'2

Circuitos y redes

Teorema de Thévenin: Considérese una red general que contiene fuentes
de tensién" y de corriente?. Se requiere calcular la tensién Vy en la resis-
tencia R de la rama AA’. Para ello se reemplaza el resto de la red por una
fuente de tensién equivalente V. y el resistor R; (de la resistencia interna).

104;: hi’tix,xlf»

Ri 4

1>

Para determinar V. y R; se elimina la rama AA’ en la red, y se le sustituye
por el sistema formado por V. y R; en serie; R; corresponde a la resisten-
cia real entre Ay A’, y V. es la diferencia de potencial existente entre
AyA'.

Si R; se conoce, entonces Ve = V, se calcula por Ve = R; e, donde /¢ s
la corriente de cortocircuito (cc) que fluye al unir A con A’

Por tanto,
- R _, g_R _ ) 1
Vx = Ve R+Ri_l°° Ri R+R; I°°1/Ri+1/R
Ejemplo

Célculo de /¢c Cdlculo de R;

Circuito equivalente v 14 1
le= 52+ 2+ 1 i = T
Ri » «“" R, R, '©° Ri 1/R,+1/R,

Vo o R[]V« o
A Por consiguiente: Ve = Ic-R;
’ v v 1 Véase
. - (Mo [ R
Por s'9: Vy (R, +R2+lo) T/R,+1/R,+1/R’ s'8en S'1

Explicaciones:

do. - .4y | coeficientes tensiones que se determinan mediante
bo. . .by de las corrientes las resistencias de la red

" Tensién considerada  :Tensién de fuente |con resisten-| Ri = 0
2 Corriente considerada : Corriente de fuente | cia interna | R;—



Instalaciones

Sistemas eléctricos ‘ 5'3

Corriente Nominal 7

Aislamiento de PVC, conductores de cobre no bajo tierra, con medio
de proteccién contra sobrecarga a una temperatura ambiente de 30°C"

Area transversal
nominal, mm? 1115/25/ 4 |6 |10| 16|25 |35 |50
Grupo 1 Ien AJ11|15|20| 25|33 45| 61| 83|103[132
I,en Al 6| 10|16 20| 25| 35| 50| 63| 80/100
Grupo 2 Ien A|15| 18 | 26|34 |44 | 61 | 82 |108(135|168
I, en A 10| 102 20| 25| 35| 50 | 63 | 80[100|125
Grupo 3 ITen A 19|24 (32|42 |54 | 73|98 (129(158|198
I,en AJ 20| 20| 25| 35|50 | 63 | 80 |{100{125(160
Didm. nom. de
alambre de Cu, mm. 1.1]114(18|23|28|3.6 Cables
(aprox.)

Grupo 1: Uno o mas conductores sencillos en tubo conduit

Grupo 2: Conductores multiples (incluyendo los de cinta)

Grupo 3: Conductores sencillos en aire (al descubierto), con espaciamiento

de por lo menos un didmetro

EI valor de I disminuye (o bien, aumenta) en 7% (aprox.) por cada incre-
mento (o bien, decremento) de temperatura de 5°C. NOTA: No se debe
exceder 50°C.
En el caso de conductores con sélo dos hilos activos, se debe utilizar un
dispositivo de proteccién contra sobrecarga, con I, = 16 A

Interruptores—Conexiones utilizadas

Simple Conmutativo Conmutativo con cruzamiento
2 Cargas 1 Carga 1 carga
1 Posicion 2 Posucnones 3 Posiciones *)
PE — <+ -—--

Ly | T

. 1"‘;("

I, : Corriente nominal para fusibles o interruptores automaticos (disyuntores)

I : Corriente nominal de conductor. También la corriente méxima permisi-
ble de dispositivos de proteccién contra sobrecarga (cuando I, < I)
Ly : Conductor de fase N: Conductor neutro PE: Puesta a tierra

*) Cada posicién adicional requiere un cruzamiento extra.




t'1

t'3
t'4

t's
t'6

Radiaciones }T'1

Definiciones y unidades

Radiacion ionizante

Esta radiacion es la consistente en particulas que produce la ionizacién directa
o indirecta (excitacién) de un gas (permanente).

Cantidad Unidades Intensidad Unidades
total en el tiempo
Exposicién 1As_, C i 1A
(raqiexpc))si- kg ! kg :,ne(e::;:g kg
sion) _ cién 1B - o5guh
7 =2 1roentgen =1 R - s kg
™ ||1R=2s8KC St =m [[1B=-s2PA
k m a kg
Absorcién _ Gy _ W
(radiabsor- 1 gray 1 Gy X ! s ! kg
cion) —1VAs_Ws Intensidad J
. kg kg | de absorcion |= 31.56- 106 ~_
D=7rJ kg a
” - D_P
=0 kg S =
m pD===2
1 rad t m 1
= ¢ _ o1 Gy 11ad_ 4o mW
kg s kg
Vv G
= 6.242 - 106 &¥ = 0.01 %Y
6.242 - 10 10 0.01 s |
1 sievert = 1 Sv | . 1kﬁ=1§x
Absorcién _VAS _, Ws ntebn5|da_g de g s
ivalente? kg kg iy
equival equivalente |r n
=1 kig o, || rem _ jo MW
=D =q- 1o =24 s kg
H=Dq=q'0 | (ro0rem - 159 | #=Da == || ‘rem _ 4 . pwW
=q-fJ =q'D Ll a kg |

Corriente de ionizacién I: Flujo de moléculas de aire ionizadas por radiacién
que se produce al aplicar una tensién eléctrica o voltaje (en una cdmara
de ionizacién).

Carga de ionizacién Q: Cuando circula una corriente de ionizacioén I durante
un tiempo t se manifiesta una carga total Q:

Q=1-t

Las unidades destacadas entre corchetes [ ] son las de uso anterior.
) Valor medido 2 Valor teérico

(Continua en T'2)



Radiaciones ‘ T 2

Radiactividad

t'8
t'9
t'10

t'11

t'12

t'13

t'14
t'15
t'16
t'17
t'18

t'19

Energia de ionizacién W;: Energia de radiacién que produce la ionizacién.
Cada par de iones en la molécula de aire requiere
Wiaie) = 33.7 6V

(carga del electrén (e): 1e = 1.602 x 107 C;1C = 1A-s)
(electronvolt (eV): 16V = 1.602 x 107°A-s x 1V = 1.602 x 107'9J)
Radiabsorcion D: Es la energia absorbida (dosis de radiacién) por unidad de
masa. (La radiexposicion J estd referida también a la masa: J = Q/m.)
RADIACTIVIDAD. Actividad A : Numero de dtomos de una sustancia radiac-
tiva que se desintegran por unidad de tiempo:
A=—dNdt=21-N
Unidades: becquerel (Bq). Corresponde a una actividad de 1 4&tomo por
segundo [curie (Ci): 1 Ci = 37 x 10° Bq]
Constante de actividad (o declinacién) A:
A =¢n 2Ty,
Semivida (o ‘‘vida media’’) Ty;: Tiempo en el que una actwndad dada se
reduce o declina hasta la mitad. Unidades: s™', min™", h™', d"", a™".
Semividas de algunos isétopos naturales y amhmales
Numero Numero
ag)']‘," lement d:':“maig’z, Semivida 3’0‘3}"")" Elemento d:‘:n":‘;':z, Semivida
1 [Tritio 3 12a|l 55 esio 134 21a
19 |Potasio 40 1.3-10%°a| 55 esio 137 30a
19 |Potasio 42 12.4 h| 88 |Radio 226 1600 a
27 [Cobalto 60 53a| 90 ([Torio 232 14-10°a
38 [Estronci 90 29.al 92 |Uranio 238 45-10°a
53 [Yodo 131 8.0d] 94 |Plutonig 239 24 000 a
Expllcacnén de los simbolos
: masa (cantidad base)
N : cantidad de sustancia radiactiva (num. de &tomos)
q : factor de calidad para radiaciones fi—, v, X g=1
para otras radiaciones q=1...20
f : constante de ionizacién para los tejidos f = fae
para los huesos f=(f...4) e
fae . CONstante de ionizacién para el aire fye = Ware/® = 33.7 V)
Simbolos de las unidades
A: ampere | C: coulomb | J: joule | a: afo (1 a = 31.56-10%s)

Absorcion equivalente - Observacion: En el afo de 1982, la persona media
en Alemania (R. Fed.) tuvo los siguientes valores de exposicion equivalente

a la radiacion: H en
Tipo mSv | [mrem]

De origen natural 1
Por razones médicas 0.
Por causas diversas <0.1 <10
Valor limite permitido por la ley =0

" Num. proténico (2) |2‘ NUm. nuclednico (de protones + neutrones) (A)
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Terminologia de la ingenieria de control

Ingenieria de control ' U’1

CONTROL

El control es un proceso mediante el cual se registra una cantidad llamada
variable controlada (la cantidad que se debe controlar). Entonces, esta va-
riable controlada se compara con otra cantidad, la variable de referencia. A
continuacion la variable controlada es afectada de tal manera que sea igual
a la variable de referencia. La caracteristica principal del control es el cir-
cuito de accion cerrado, en el que la variable controlada influye conti-
nuamente sobre si misma (ver mds adelante el diagrama de flujo de
control).

Nota preliminar:
Los nombres y definiciones de los términos siguientes se apegan a los
de la norma DIN 1926, versién 2/1994.

Funciones, cantidades y simbolos que describen el
comportamiento de los elementos y sistemas de transferencia

Variable de entrada u
La variable de entrada u es una cantidad que actua sobre el sistema con-
siderado sin ser influida por él.

Variable de salida v
Es una cantidad de un sistema que sélo puede ser influida por ella misma
o por sus variables de entrada.

Tiempo de retraso T, constante de tiempo T
El elemento P-T4, que es el elemento de retraso de primer orden, es una
unidad funcional que presenta el comportamiento de transferencia:

v(t) + Tv(t) = Ko u(t)

donde T es el tiempo de retraso, que también se llama constante de tiem-
po. (Ver la solucién de esta ecuacion diferencial en D'4, D' 9.)

Frecuencia angular caracteristica wo, razén de amortiguamiento ¥
El elemento P-Ty, que es el elemento de retraso de segundo orden, es
una unidad funcional que presenta el comportamiento de transferencia:

v(2) + (28/we) V(1) + (1/wo)? V (1) = Kpu(t)

En este caso wg es la frecuencia angular caracteristica y © es la relacién
de amortiguamiento. (Ver la solucién de esta ecuacion diferencial en D’
5, D11).

Frecuencia angular propia wy
La frecuencia angular propia, o eigenfrecuencia angular wg se define con

la siguiente férmula, en la que intervienen la frecuencia angular caracte-
ristica w o y la relacién de amortiguamiento .

0y = wy-\1-192

Ver explicacion de los simbolos en U'35
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2 Terminologia de ingenieria de control
Re‘LP‘“sm 93‘:“6“ 6 Sobremodulacién B?nda de
a respuesta escalén tolerancia
es la variacién, res- "'V[Z:t'g(',ge 2::5};?“,"
pecto al tiempo, de la estable
variable de salida de
un elemento de trans-
ferencia, cuando la
variable de entrada es % Funcién
una funcién escalén _escalénu |
(ver figura 1)
Tiempo muerto equiva- i
lente T,
El tiempo muerto equi- =151 i
valente, T,, se define L Tawiaa
como el tiempo trans- Tiempo de respuesta
currido entre t, y el Fig. 1
punto de interseccién " g-

? . . Respuesta escalén
g: 'I: ?;'g;)z‘:s'{;"g:?: de un elemento de transferencia

16n con el eje x (ver la figura 1).

Tiempo de transicién Ty
El'tiempo de transicion, Ty, se define como el tiempo que transcurre en-
tre el punto de interseccign de la primera inflexién de la respuesta es-
calén con el eje x, y el punto donde esta primera inflexién alcanza el
valor de estado estable.

Sobrepaso vy,
Es la méxima desviacion de la respuesta escalén respecto del valor de
estado estable.

Respuesta rampa
La respuesta rampa es el desarrollo, en el tiempo, de la variable de sa-
lida cuando una funcién rampa, con determinada rapidez de cambio, se
usa como variable de entrada (generacién de rampa).

up Us
Uy u(t) = Tr(t) Fig. 2
ro
o =% fetyar =L
0 e t T T,

Generacion de rampa

T, es el tiempo de rampa, € (1) es la generacién de escaldn unitario:
£(t) {Ocuandot<0
1cuando t = 0

Respuesta escalén unitario
Una respuesta escaldn relacionada con la amplitud escalén de la varia-
ble de entrada origina la respuesta escalén relacionada, llamada res-
puesta escaldn unitario h(r).
(Continva en U'3)

u'é
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Ingenieria de control U'

Terminologia de la ingenieria de control 3

h(r) caracteriza el comportamiento dindmico del elemento de transferen-
cia. Ver las respuestas escal6n unitario de los elementos mas impor-
tantes de transferencia en U'14 a U'17.

Funcién de transferencia F(s)
Es la relacién entre la transformada de Laplace v(s) de la variable de sa-
lida, y la transformada de Laplace u(s) de la variable de entrada de un
elemento de transferencia. Ver las funciones de transferencia de los ele-
mentos de transferencia mas importantes, en U'14 a U'17.

Respuesta en frecuencia F(jo)
Es la razon de los valores de las variables senoidales de salida y las de
entrada del elemento de transferencia en su comportamiento periédico
estable, en funcién de o o de f.

Amplitud de la respuesta F(jo)
Es la magnitud de la respuesta en frecuencia, F(jo), en funcién de la fre-
cuencia angular .

Fase de la respuesta arco F(jw)
Es el arco del argumento F(jw) de la respuesta en frecuencia F(jw) en
funcién de la frecuencia angular .

Caracteristicas de respuesta en frecuencia, diagrama de Bode
Las caracteristicas de la respuesta en frecuencia (diagrama de Bode) se
obtienen cuando el valor absoluto (logaritmico o en dB) y la respuesta en
fase (proporcional) se grafican juntas en funcién de o o de la frecuencia
angular normalizada w/w;.

Frecuencia angular de vértice wp
La frecuencia angular de vértice w, (n=1, 2, 3, ...) es la frecuencia an-
gular » en la que la asintota del valor absoluto en el diagrama de Bode
cambia de direccién (hacia arriba o hacia abajo) en un multiplo entero de
20 dB por década.

El diagrama de control
Este diagrama es la ilustracién simbdlica de todas las operaciones en un
sistema determinado.

Elementos del diagrama de control
Estos elementos son la linea de accién, el bloque de funcién, la sumay
el punto de ramificacion.

+1Y% Fig. 3
Linea Bloque Suma Pup{o dq’
de accion de funcién v==%u tup ramificacion

U, Uq, Uy: estimulos de entrada V : resultado de salida
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Estructuras basicas del diagrama de control
Las estructuras basicas de este diagrama son las estructuras en serie,
en paralelo y circulares.

Regla para sumar en un diagrama de control
Una suma tiene una sola linea de accién que sale (variable de salida).

Reglas para representar un sistema mediante un diagrama de control
Cada ecuacién del sistema sélo aparece una vez en el diagrama.

Una negacién (cambio de signo, inversién de polaridad) debe indicarse
en un punto de suma existente o adicional. No es valido esconderla en
el coeficiente de un bloque.

En el diagrama de accién de un sistema pasivo no hay retroalimentacién
positiva.

Para tener una idea clara del aspecto final de un diagrama de control, el
camino mas corto (hacia adelante) entre la variable de entrada (lado su-
perior izquierdo) y la variable de salida (lado superior derecho) debe ser
una recta horizontal.

Deben evitarse los elementos derivados. Para lograrlo, deben reorde-
narse las ecuaciones del circuito cerrado.

Componentes del circuito de control y sus cantidades
La figura 4 muestra un diagrama de control tipico de un sistema de con-
trol de circuito cerrado, incluyendo sus unidades funcionales.

Dispositivo K o g e E

de confor- o isd 2 o : : Conforma-
macién o AT . ciénde la
ajuste Sée?oiT:; Actuador = variable
para la it g controlada
variable de o 8 ¢ : final
referencia c

Sistema
controlado

Equipo
de
medicién

Diag de accion istico de un si: de control de circuito cerrado

Sistema controlado
Es aquella parte del circuito cerrado de control sobre la cual se va a in-
fluir.
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Punto de medicion de la variable controlada; variable controlada x
El punto de medicion de la variable controlada es el lugar, en el sistema
controlado, donde se obtiene el valor de esa variable (figura 4). La varia-
ble controlada x es la variable del sistema controlado que se registra para
su control, y que se integra al sistema de control a través del equipo de
medicién. x es la variable de salida del sistema controlado y la variable
de entrada del equipo de medicién.

Formacion de la variable controlada final; variable controlada final xa
La variable controlada final, x4, €s una cantidad sobre la que el circuito
cerrado de control debe influir. Cuando es facil de obtener por medicion,
xa es idéntica a la variable controlada x y se retroalimenta al elemento de
comparacion a través del equipo de medicion. Sélo cuando no es posible
obtener x4, 0 sélo es posible con grandes dificultades, ésta existira como
cantidad independiente ademas de la variable controlada x.

Enlafigura 4 (el diagrama de flujo caracteristico de un sistema de control
de circuito cerrado), la formacién de la variable controlada final x4 se
hace con la variable controlada x, por lo general agregandola al sistema
controlado. En este caso, la variable controlada final aparece fuera del
circuito de control, y no es posible controlar las variables perturbantes
que influyen durante la formacion.

Ejemplo: Variable final controlada: Temperatura del contenido de un
recipiente.
Variable controlada: Temperatura de la parrilla.

La variable controlada final, xa, también puede encontrarse dentro del
sistema controlado, esto es, dentro del circuito cerrado de control. En
este caso, la variable controlada se forma a través de la variable contro-
lada final; las variables perturbadoras que influyen se pueden controlar.

Ejemplo: Variable controlada final: Relacién de mezcla de dos liquidos.
Variable controlada: Resistencia especifica.

Equipo de medicion, variable r retroalimentada
El equipo de medicion es la suma total de los elementos funcionales para
registrar, transferir, adaptar y distribuir las variables (ver figura 4). La va-
riable retroalimentada r es la que resulta de la medicién de la variable
controlada x.

Ajustador de variable de referencia, variable de referencia w
El ajustador de variable de referencia es una unidad funcional que pro-
duce una variable de referencia w que se deriva de una variable objetivo
w*, definida por el usuario (ver figura 4).

La variable de referencia w no esta influida por el circuito cerrado de con-
trol con el que se relaciona; la variable de salida del circuito cerrado de
control debe seguir a la variable de referencia con la dependencia espe-
cificada.

Nota: Con mucha frecuencia, el objetivo y la variable de referencia son
idénticos.
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Dispositivo de conformacion de la variable de referencia; variable ob-

jetivo w*
El dispositivo de conformacién de la variable de referencia produce, a
partir de una variable objetivo w* —aplicada a la entrada- una variable
de referencia w de salida. Este proceso de conformacién asegura que
la variable de referencia w, o sus derivadas respecto al tiempo, no reba-
sardn los valores criticos (ver figura 4). La variable objetivo w* se define
externamente y no esta influida por el sistema de circuito cerrado que
se tiene en consideracién; la variable controlada final w del sistema de
circuito cerrado debe seguir, con la dependencia especificada, a la va-
riable objetivo.

Comparador, variable de error e
El comparador produce la variable de error e en funcién de la variable
de referencia w y la variable retroalimentada r (ver figura 4).

e=w-r.

Elemento de control, controlador, variable de salida yg del controlador
El elemento de control, o elemento controlador, produce la variable de
salida yr del controlador utilizando la variable de error edel comparador.
El proceso asegura que la variable controlada x del circuito de control
siga a la variable de referencia w tan rapida y precisamente como sea
posible, aun cuando haya variables perturbadoras presentes. El contro-
lador esta formado por el comparador y el elemento de control (ver figu-
ra 4).

Actuador
Es una unidad funcional que usa la variable de salida del controlador,
YR, para formar y. La variable y es necesaria para modular el elemento
de control final (ver figura 4).

Elemento de control final, variable reguladora y
El elemento de control final esta en la entrada del sistema controlado e
influye sobre el flujo de energia. Su variable de entrada es la variable
reguladora y (ver figura 4). Esta sefal transmite el resultado de control
del sistema al sistema controlado.

Equipo de control final
El equipo de control final esta formado por el actuador y el elemento de
control final.

Sistema de control
Es aquella parte del diagrama de control que debe influir sobre el siste-
ma controlado, a través del elemento de control final.

Punto de regulacién
Es el punto de aplicacién de la variable reguladora y.

Punto de perturbacion, variable de perturbacion z
Es el punto donde la variable de perturbacion z, aplicada externamente,
ejerce lainfluencia que se pretende en el control de circuito cerrado (ver
figura 4).
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Cantidades y funciones

Cantidades y funciones que describen el comportamiento dinamico
de circuitos de control

Funcién de transferencia de circuito abierto Fo(s)

Es el producto de todas las funciones de transferencia en serie de un
circuito o un circuito de control.

Ejemplo:

u(s) v(s)

Fo(s) = Fy(s) - Fa(s)

Ganancia de circuito abierto Vv,
Es el valor de la funcién de transferencia de circuito abierto, Fo(s), cuan-
do la variable de Laplace es s = 0. Este término s6lo se aplica a circuitos
y circuitos de control sin comportamiento I. Mientras mayor sea la ga-
nancia de circuito abierto, mas preciso sera el control de circuito cerrado.

Factor de control Rg(0)
Este factor se define por la ecuacion

Re(0) = 1/(1 + V)

Frecuencia angular de cruce de ganancia op

Es la frecuencia, de circuito 1]
abierto, en la que el valor 3 —\
absoluto (amplitud) del cir- 2 1j-=———== 1
cuito de control abiertoes S @ \<Margen .
iguala 1. B9 . de ganancia
el IR 2
Frecuencia angular de cruce de fase o, !
Es la frecuencia de circuito @ 1
abierto que existe cuando @ { }
la fase de la respuesta del 2 @ ey
circuito de control abierto 20 Margen 3
es —180°. b de fase
o O
wo
Margen de fase 80t -
Es la diferencia angular en- \

tre la fase de la respuesta  wp: Frecuencia angular de cruce de ganancia
del circuito de control abier- _
to, en la frecuencia angular w,: Frecuencia angular de cruce de fase

de cruce de ganancia wp, Fig. 5
—180°. El cambio de signo )
ry\e(::soarig :: el circuitogde Diagrama de valor absoluto y fase

de la respuesta (no logaritmica)

control no se toma en cuen- de un circuito de control abierto

ta.



Us Ingenieria de control

Cantidades y funciones

Margen de ganancia ¢
Es el reciproco del valor absoluto (amplitud) del circuito de control
abierto en la frecuencia angular de cruce de fase w,.

Tiempo para alcanzar la tolerancia inferior, Tinicio
Es el intervalo de tiempo que comienza cuando el valor de la variable
controlada x — después de aplicar una funcién escalén de la variable de
referencia w, 0 una funcion escalén de la variable de perturbacién z —
sale de determinado campo de tolerancia de la variable controlada, y
termina cuando entra por primera vez a este campo (ver figuras 6 y 7).

Sobrepaso  Valor deseado de desvia-

X cién en estado estable

Flg' 6 Valor deseado
Valor de estado estable

Campo convenido

Respuesta escalon )
P de tolerancia

Tinicio

Funcién escalén

Variacion en el tiempo de =TT T 1%
la variable controlada, Tt )
después de aplicar una Ti, tiempo muerto
funcion escalon de la y
variable de referenciaw 0
0 b Tin t

Una funcién escaldn de la variable de referencia también produce un

escalén en el campo de tolerancia de la variable controlada.
Sobrepaso xp, de la variable controlada

El sobrepaso xny, de la variable controlada x es la desviacién maxima

(momentdnea) respecto al valor deseado durante la transicién de un'es-

tado estable a otro, al aplicar una funcién escalén de la variabie de re-

ferencia w o de una variable de perturbacién z (ver figura 7).

X Valor deseado de desvia-
Sobrepaso cién en estado estable
Fig. 7 Respuesta escalon
Valor deseado |- — 5 g —— = — = ——
Valor de estado estable {\—- N —\, e
\ AN
Tinicio Funcié 16 Campo
o . . uncion escalon , convenido
Variacion en el tiempo de tolerancia
de la variable controlada (IR
} Tiin

después de una funcion
escalon de la variable 0
de perturbacion z 0ty t

Tiempo para alcanzar el estado estable, Ty,
Tiin €s el tiempo que comienza cuando el valor de la variable controlada
x — después de aplicar una funcién escaldn de la variable de referencia
w, o de la variable de perturbacién z — sale de determinado campo de
tolerancia de la variable controlada, y termina cuando entra en ese cam-
po permanentemente (ver figuras 6y 7).
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REGLAS PARA DETERMINAR LA FUNCION DE TRANSFERENCIA
DEL CIRCUITO DE CONTROL TOTAL

La funcién de transferencia completa se forma usando cada elemento de
transferencia individual.

Combinacidn en serie

U(:)"{ FE) o RO Y Fo-ReFRo

Combinacién en paralelo

u(s)
F(s)=Fq(s)+Fa(s)
Regla de retroalimentacion
u(s) v(s)
Fls) = Fi(s)

1+ Fy(s)- Fa(s)

Nota: El signo del denominador de F{(s) es el contrario del signo en el punto
de suma del diagrama de control.
Un signo “+” en el punto de suma indica retroalimentacién positiva
Un signo “-” en el punto de suma indica retroalimentacién negativa

Si Fy(s) y/o Fa(s) contienen cambios de signo, entonces habra retroalimen-
tacién negativa (positiva) cuando la cantidad de cambios de signo en todo
el circuito sea impar (par).

Caso especial: F5(s) = 1 (retroalimentacion directa).

u(s) (s)
%= —

_ _Fi(s)
Fis) = 1+ Fy(s)
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Reglas

Regla ampliada de retroali tacion
Si no hay puntos de suma entre las ramas de un diagrama de control, la
funcién de transferencia se puede determinar con facilidad mediante la
siguiente férmula:

F m
Frs(s) = ¥A8) o L:;S(EL donde Fy, (s) = ITFy
u(s) 14 ZF,(s)
i=1

Foi(s) indica la funcion de transferencia Fes(s) del circuito o circuitos uni-
cos de control en el diagrama aplicado de control; téngase en cuenta que
en circuitos de retroalimentacion positiva, Fo; se escribe con signo nega-
tivo en la suma del denominador de Fes.

m
Fy s (8) = TI Fyy es el producto de todas las funciones de transferencia
k=1

de los elementos de transferencia que estan en la trayectoria mas di-
recta.

Eltraslape de las lineas de accién no afecta la aplicacién de la regla am-
pliada de retroalimentacion.

Ejemplo:

u(s)

v(s)

Fo (s)= YS) Fy1(s)- Fya(s)- Fya(s)
e u(s) 1+ Fyp(s): Fry(s) + Fyy (s)- Fya(s)- Fys(s)- Frp(s)

Determinacion de la funcion de transferencia con el método de anota-

cién hacia atras
Para usar este método se comienza en la salida v(s) y se sigue el diagra-
ma de control en la direccion de la variable de entrada o del punto B de
suma de referencia. Se determina y se anota la transformada de Laplace
de cada funcién de tiempo correspondiente antes y después de cada
elemento de transferencia. Por ultimo, en el punto B de suma de referen-
cia se puede determinar la funcién de transferencia Fres(s) usando la
transformada de Laplace que se conoce en este sitio.
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Reglas

Ejemplo:

Para describir el método de anotacién hacia atrds se determinan las trans-
formadas de Laplace de las respectivas funciones de tiempo en los puntos
1 a 6 del ejemplo siguiente:

R
Xo(8) = Xo(s) + xp(s) = [ﬁ . F—\V’;] V() o) s vl
v(s)
—

%o(5) = Fag- v(s) %o(s) = ,’ZT“; v(s)
_Xe(s) _ 1 1 Fri(s)] .
%) = TR [sz(-')'Fva ® " Fva(»‘)} vis)

En el punto B de suma de referencia se tiene la siguiente relacion:

u(s) - xg(s) = xg(s) ; para xg (5) y xg (s) usar los valores que se
obtuvieron anteriormente:

1 1 Fri(s)]
Fr (9) [sz(s)'Fv3(3)+ Fva(s)] v(s)

La solucidn Fes(s) de esta ecuacion es la misma que se determiné en u'17:

u(s) - Frp-v(s) =

F. (s) = 48 Fyi () - Fya (s) - Fya(s)
es u(s) 1+ Fya(s): Fri(s) + Fyy () Fy2(s) - Fyg(s) - Fra (s)

Reglas para la forma normalizada de la funcién de transferencia F(s)
Si se usa la forma normalizada de la funcion de transferencia, se podran
ver con facilidad el tipo y las caracteristicas del elemento de trans-
ferencia. Para transformar una funcién de transferencia en su forma nor-
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Reglas

4
12

malizada, son necesarios un desarrollo bien fundado y la eliminacién y
combinacién de paréntesis para asegurar que el numerador y denomi-
nador de la funcién de transferencia sean polinomios de la variable de
Laplace s, o productos de polinomios de s en los que:

a) no haya potencias negativas de s (es decir, que ni el numerador ni
el denominador de la funcién de transferencia puedan contener una
fraccién en la que el denominador contenga s).

b) la potencia minima de s tenga coeficiente 1,y

c) no haya factor comun del polinomio.

Ejemplo:
F )—L(Q=a (1+as+axs?+...)(1+cis+cps2+...)(...)
108 = ) T 20 (T wbystbospt. . ) (1 +dstdpP 4. ) (.)

Excepcion: Si se encuentra un factor Pl o PID, otra forma en la que se
conserva este factor [1/(Tns) + 1 en el ejemplo] es una forma
normalizada aceptable.

Ejemplo:
Jvs) g MATas) 41 Kp 1+ Tas
Fy(s) u(s) Ko 315 Tos 1+ Ts

A partir de la tabla de los elementos de transferencia mas importantes,
se puede determinar el siguiente tipo para esta ecuacion:
(P)-Ty—>1-(PD)-T;.

La siguiente tabla muestra distintos tipos de forma normalizada:

Tipo de forma
normalizada

Representacion

Aplicacion

Producto de forma
normalizada

Denominadory
numerador estan en
forma factorizada

Diagrama de Bode y
estabilizacion en serie
de circuitos de control

Suma de forma
normalizada

Denominador y
numerador estan
expresados como suma

Criterio de Hurwitz

Mezcla de forma
normalizada

Denominador dividido en
factores, hasta donde
sea posible. Numerador
en forma de suma

Determinacion de las
respuestas escalony
rampa

La forma normalizada de producto tiene precedencia sobre las demas
representaciones, ya que éstas se pueden determinar multiplicando los
factores individuales de la forma normalizada del producto. Para que sea
posible hacer reducciones posteriores, se debe posponer lo mas posible
la multiplicacion de los términos entre paréntesis, si s que acaso se
multiplican.



Ingenieria de control

U !
Reglas 13
Ejemplo de la determinacién de la forma normalizada de una funcién

de transferencia
Se debe determinar la relacion:

u'26 F(s) = b(s)/Fy(s)
para el siguiente diagrama de control

u'27 Fy(s) = Fng(s)/bgr(s)
u28 Fy(s) = bga(s)/Fy(s)
u'29 y Fa(s) = ba(s)/Fy(s)
w30 entonces F(s) = B + Fp(s) + Fa(s)
2
'3 Fi(s) = Fpg (s) _ 1/(nB) = = rms
bgn(s) 1+1/(nB)-1/(rms?) 1 +nrmBs®
u'32 Fa(s) = quR((s)) - 1/(1(11“) " UR 1F ) 1rms2
s — s+ F (s —Ims__
K ! +quF1 () 4 ! RS + B
. 1+ nrmBs?
u'33 =
qRs[1+nrmBs? + rms/(qR))
w34 Fy(s) = ba(s) _ __1/(ms) 1 1
Fi (s) 1+R/(ms) S Rs [1+ms/R]
2
35 F(s) =B + 1 1 + nrmBs

+
Rs [1 +ms/R] qRs-[1+rms/(qR) + nrmBsz]

Esta descripcion de F(s) muestra que el sistema que conduce a este dia-
grama de control es una combinacién en paralelo, formada a partir de un
elemento P (B), un elemento | — Ty (primera fraccion) y un elemento | —
(PD) - T (segunda fraccion).
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Elementos primitivos de transferencia
Elemento de retraso de primer orden

Identificador

Ecuacién en el dominio

Ejemplos de estructura

Simb. en el dia- del tiempo
grama de ctrol.
P
_____________ v=Kp-u %_
—
Elemento proporcional
v=K / u dt
Ki
l t u v
------------- =K [udt+v(0) —
Ki o
u \4
L vkw
Elemento integral
D v=Kp-u Y lb v
Kp f vdt=Kp-u

Elemento derivativo

v(t)=u(t-T)

1 T

L

Elemento de tiempo muerto

v+Tv=Kp-u

Kp T
U E ;? v

Elemento P-T;

Ver la explicacion de los simbolos en U'35

u'36au43
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Elementos primitivos de transferencia
Elemento de retraso de primer orden

Funcioén de
transferencia F(s) =

Respuesta escaldn unitario, ecuacion h(t) =

Kp Ke
0
0 t
________________ K-t ..
ht)
K~ 1)
0

([h] = Unidad de h)

Kp:-s
t
h) b
e Tis 1
0
0 I st
ke
h
ko 41O
Kp 095Kkp”|  /
1+T:s 0.63Kp
0
0T 3T t

Ver la explicacion de los simbolos en U'35
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Elemento de retraso de segundo orden
Elemento Pl de combinacion en paralelo

Identificador

Simb. en el dia-
grama de ctrol.

Ecuacioén en el dominio
del tiempo

Ejemplos de estructura

v+2a%|'/+(a+0)2i/'=

=Kp-u Ko Ty 1.7
A e
P-T, -
_____________ A
PR ol K /Ty 17, ,
u v
v=K|/udt+Kp~u
Pl « <1/ o ) 1
_____________ - — [udt+u
P Tn Kp
Kp Tn v
u v
donde T, = Kp /K,
Kp /Tn 1T

Ver la explicacion de los simbolos en U'35

u'54 a u's58
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Elemento de retraso de segundo orden

Us

Elemento Pl de combinacién en paralelo

Funcion de Respuesta escalon unitario, ecuacién h(t) =
transferencia F(s) = |77 :
diagrama
Wy -dau,t
Kp[1 ‘aT:e *'. cos(wy t—e)];wd-wo \V1- 92
O = Arcsen ¢
e 0<0.<90°
ht)
Kp L K. Y0 o~ t
- p(1+ —2e™V&1)
¢ 1\2 o Ke(1+e ’rlan@) — _@_\ »4’0
1+2w_05+ w_°> s Ke (0] 2 S<l
&= Arcsen 9 4
0< <> 0<©<90° ol
-t
0 x >,
ol | a &
g
1420 3420 51420
2wy 2wy 2wy
1 -4 -4
5 (et
Ke K"[‘ n-n(r‘e 2

(1+Tys)(1+ Tys)

[0 i 9> 1
1 2 Ke T‘K1K -
Ty = gy (8 V0% -1) . 1
Ke B-(e+1)x'™ ] "
4 >1 0 4—'/! ¢
x=T/T, ° A0k 7 ink 7,7,
x- x-1
Kt+Kp = Kp (1 +T—’)
____________________________ o,
K5 + Kp o)
1
Kp[ﬁ.—‘ * 1] Kp
Kp 0
T,s 1+ 7,5 S S =

Ver la explicacién de los simbolos en U'35
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Elementos PD, PID de combinacién en paralelo
Elementos I-T1y D-T1 de combinacién en serie

Identificador

Simb. en el dia-
grama de ctrol.

Ecuacién en el dominio
del tiempo

Ejemplos de estructura

v=Kp-u+Kp-u

=Kp(u+T, u)

Ko

T, =
Kp

v= K,/u dt+Kp-u+Kpy-it

1T,

Kp

=Kp [%ﬂfudtuu Tv-u']

Kp To,Tv 2
u v T_Kp‘ T"-K—D I‘\'I
"|[F2 }’ "tk VT Ke |E
1-T,
_____________ veTv - K [udt
K T
L
D-T,
............. v+Tv = Kp-u
Ko T
u v

Ver la explicacion de los simbolos en U35
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Elementos PD, PID de combinacién en paralelo

U'te

Elementos I-T1 y D-T1 de combinacién en serie

Funcién de Respuesta escaldn unitario, ecuacion h(f) =
transferencia F(s) = |77 e
diagrama
______________ Ke+Kod(t) ..
ht)
Kp + Kp s '
Kp
Kp 1+ TV'S)
0
0 t

K,ls+1<p+l(o~s

y
Kp T, +1 +Tv‘s]
0<%n<m
1
Ko (7= + 1) (14 T -s)
n

K

T+ T (1 + Ty0s)
T =350+ V=4 L,/T)
Ty =3 Th(1- VI=4 /%)

Kit+Kp+ Kpb(t) = Kp [TL+1 + Tvé(f)]
n

T,
<—-<w;
para 0 T @

K [ee o

Kpk = K|+ Tnx
f nv
Ki Ki
s(1+T-s)
037K T.
NE . -
0 T t
Ko(1/T)e’T
pa | g
Ko-s T
1+Ts
03750 |
0
0 T t

Ver la explicacion de los simbolos en U35
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Elemento de combinacion en serie
Elementos (PD)-T1 y (PID)-T1 de combinacién en grupo

Identificador

éimb. en ei di;-
grama de ctrol.

Ecuacion en el dominio
del tiempo

Ejemplos de estructura

._._?.-_1:2 _____ v+ 2—(1%0+(%0)2|7=
Kp 9,0, =KD'£¢
A
v+Tv=Kp-u+Kptt
(PD)-T, - K [u+Tv-i¢]
I s
T, T T. = 20
v+T\'/=K|/udt+
+Kp-u+KD-u
u
(PID)-T4 1
_____________ —Kp[jr:‘/udt+
o T,
ALY +u+T,-u
Ko
T = —
v Kp

Ver la explicacion

de los simbolos en U'35

u'94 au'102
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Elemento de combinacién en serie

Elementos (PD)-T1 y (PID)-T1 de combinacién en grupo

U7

Funcién de
transferencia F(s) =

Respuesta escalén unitario, ecuacion h(f) =

Ki/s + Kp+ Kp-s
1+ T-s
1/(Th-8)+ 1+ T,-s
P 14T

= K

[
x
o

T, = Ke/Kii T, = Ko/Kp
T*=T,-T

;
Ko[1+—In(1-
ph«Tnmu

n, Tnlv
- +—7q*)l._

.
Ty T

T
t
7]

! (2t
KP[O‘:”\ﬂ‘ T )+0.63)

e

1 Th v
Tin(1-0+ 22
( T )

TTh

Tt

or

Ver la explicacion de los simbolos en U'35
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Métodos para determinar la estabilidad

Estabilidad del circuito de control y calculo para un controlador
(para circuitos lineales de control)

Definicion de estabilidad
La estabilidad se alcanza después de la alteracion de la variable de re-
ferencia o de la aparicién de una variable de perturbacion, cuando la va-
riable controlada alcanza un valor estable.

Comentario: El factor de control Rg(0) es el que reduce una perturbacion
aplicada entre la salida del elemento controlador y el punto de medi-
cién. Con un elemento controlador P no se compensan totalmente
las perturbaciones como en el caso de un elemento controlador PT.

Métodos para comprobar la estabilidad de un circuito de control
Suposiciones:

* Se conocen la funcion de referencia o la de transferencia de la pertur-
bacioén del circuito cerrado de control, o la funcion escalon unitario.
* Se conoce la funcién de transferencia de circuito abierto.

-

. Criterio de Hurwitz

La estabilidad sélo se puede determinar mediante el criterio de Hurwitz
cuando se conoce la funcién de referencia o la de transferencia de per-
turbacion del circuito cerrado de control, en forma de polinomio.

La estabilidad se alcanza cuando los coeficientes de la ecuacion carac-
teristica (cuando el polinomio del denominador de la funcién de transfe-
rencia = 0)

agtais+ays?+...+ays"=0
satisfacen las siguientes condiciones:

* Todos los coeficientes a, deben ser > 0 (ver también G'1)
* Los coeficientes mismos deben cumplir dependencias especiales.

Condiciones para ecuaciones hasta el grado 5:
Ecuacion | condiciones de los coeficientes

1er grado ag y ag >0
2do grado ap, a4, az >0

3er grado ajap - azag >0
4to grado ajazas — a32 ag - a;2 a4 >0 ,
Stogrado | A = a,8y8384 + 89818485 — 88,785 - a;2842 > 0

B =aga,a,as + 8ga, 8385 — d9d;° 84 — 4o’ ds. > 0
Doy = A-B>0

Para polinomios de mayor grado ver “Ebel, Tjark, Regelungstechnik, 62
edicion, Stuttgart Teubner 1991, pag. 38y ss”

(Continua en U'19)
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Métodos para determinar la estabilidad

Ventaja: Este método conduce a una definicién rapida y exacta acerca de
la estabilidad de determinado circuito de control.

Desventaja: No proporciona informacién acerca de la resiliencia de un
circuito de control a la inestabilidad, del resultado de cambios de sus
caracteristicas ni de su comportamiento dinamico; por estas razones
generalmente se prefieren otros métodos.

2. Reduccién a polinomios Unicos

Se transforma la funcién de transferencia de referencia o de perturba-
cién en una suma de polinomios unicos de 20. orden como méximo (ver
el desarrollo en fracciones parciales en B'1):

En un circuito de control estable sélo hay elementos de transferencia es-
tables. Estos son generalmente elementos puros P o retrasados P y ele-
mentos retrasados PD.

Si hay un elemento |, I-Ty o |-(PD) el circuito de control se volveré ines-
table.

Ventajas: En los casos estable e inestable, |a evaluacién de la referencia
transformada o de la funcién de transferencia de perturbacién condu-
ce a una conclusién acerca del grado de estabilidad o inestabilidad
del circuito de control. Para obtener esta informacion, deben sobre-
ponerse las funciones de transferencia de todos los elementos senci-
llos.

Desventajas: No es posible observar el efecto de la introduccién de un
elemento de control definido ni saber cual de las caracteristicas se
debe cambiar para obtener el comportamiento requerido de un circui-
to de control. Después de cada cambio al elemento de control se debe
hacer un nuevo calculo de la transicién aritmética del circuito de con-
trol abierto al circuito de control cerrado.

3. Criterio de Nyquist

Este criterio establece que el circuito (cerrado) de control es estable
cuando el lugar geométrico de la respuesta en frecuencia Fo(jw) del cir-
cuito de control abierto — en el sentido de los valores mayores de la fre-
cuencia angular w — siempre tiene a su izquierda el punto critico -1 en el
plano complejo. Mientras mayor sea la distancia entre el lugar geométri-
co de respuesta en frecuencia y el punto critico -1, mas robusto sera el
circuito de control respecto a los efectos de variaciones inesperadas en
los datos caracteristicos.

Una medida de qué tanto se acerca el sistema a la inestabilidad se ex-
presa con dos valores caracteristicos:

(Continua en U'20)
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Estabilidad
Eleccion del tipo de elemento de control

Margen de fase & (ver U'7) y margen de ganancia ¢ (ver U'8)
La determinacion de los valores rea-
les de ambas caracteristicas y la ob-
tencién de sus valores requeridos
mediante la insercién de un elemento
adecuado de control se logran a tra-
vés del diagrama de Bode.

j*Im Fy(jw)
Re FD(ju))

Fig. 8
Valores recomendados para el margen de fase & :de 30°a60°
Valores recomendados para el margen de ganancia ¢ :de8a16dB

(corresponde a los factores 2.5 a 6.3)

Ventajas: El examen de la funcion de transferencia Fo(s) del circuito de
control abierto — especialmente la respuesta en frecuencia relaciona-
da Fo(jw) (sustitucion de s por jw) — conduce con mucha facilidad a un
criterio de estabilidad y muestra la resiliencia a la inestabilidad — en
especial cuando hay cambios inesperados en las caracteristicas del
circuito de control. También se pueden observar con mucha facilidad
los efectos de cambios en el tipo y en las caracteristicas del elemento
de control — usando una insercién en serie sencilla en el circuitv de
control — al igual que el comportamiento dinamico resultante del cir-
cuito de control.

Eleccion del tipo de elemento de control
General
En la mayor parte de los circuitos de control, el sistema controlado y el
equipo de medicién son, en conjunto, del tipo (PD)-Th,, lo que indica una
conexién en serie de varios elementos PD y de elementos de retraso.
Los tiempos de accion derivada T, = Kp/K,, de los elementos PD siempre
son esencialmente menores que los tiempos de retraso de los elemen-
tos de retraso; en los sistemas reales en un factor mayor que 10.

Los elementos de control mas importantes
En los circuitos lineales de control sélo los elementos P, PI, (PD)-T, y
(PID)-T, son verdaderamente importantes.

Caracteristicas de un circuito de control con un elemento de control
P o (PD)-T,
Cuando hay una influencia de las variables de perturbacion aplicadas
entre el elemento de con-

. Punto
trol y el punto de medi- u de medicion
cion sdlo es posible una Elemento Sistema »
exactitud finita. Esa exac- N\_Lde control ICO”"O‘ad‘)l v
titud esta expresada por
el valor del factor de con- Comparador B
| . r
trol Rg(0) G
medicion

(Continua en U'21)
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Determinacion grafica de un controlador

Caracteristicas de un circuito de control con un elemento de control

Pl o (PID)-T
Es posible compensar totalmente la influencia de las variables de pertur-
bacién aplicadas entre el elemento de control y el punto de medicién. Si el
sistema controlado contiene un elemento | sin variables de perturbacién
con retroalimentacién negativa aplicadas entre la salida del elemento |
en el sistema controlado y el punto de medicion, habra compensacion
completa aunque no haya factor I.

Nota: Nunca se pueden compensar las variables de perturbacién aplica-
das entre el punto de medicion y la salida del elemento controlador.

Determinacion grafica de un controlador lineal basada en el
criterio de Nyquist
General
El procedimiento se lleva a cabo por medio del diagrama de Bode. Para
este diagrama son necesarias tanto la construccién de la conexién en
serie del sistema controlado como el equipo de medicién, al igual que la
construccién del elemento de control.
El diagrama de Bode de todo el circuito se determina sumando (multipli-
cando) la amplitud y la fase de la respuesta de los elementos de transfe-
rencia en serie sencilla (ver U'22 y U'23). Esto es posible debido a la
naturaleza logaritmica de la amplitud de la respuesta, después de la con-
version a dB.
Para el trazo gréfico se debe usar papel semilogaritmico con 4 décadas
en el eje v.

Procedimiento:
* Determinar el area de la frecuencia angular o para la cual se debe tra-
zar el diagrama de Bode; graficar todos los puntos de cruce de interés.
Sélo se permiten factores de respuesta en frecuencia del tipo |, P, D,
Ty, P-T1, PDy P-T2, con atenuacion o < 1 (ver U'22 y U'23)

Después de extraer el factor |, los elementos Pl se convierten a una
estructura I-PD y los elementos PID con Tn/Ty > 4 se convierten a una
estructura |-PD-PD.

Todos los coeficientes de accion en serie, el Integral — (Ki), el Propor-
cional — (Kp) o el Derivado (Kp) se resumen en un coeficiente de ac-
cion.

Se representa la amplitud de la respuesta.

Se representa la fase de la respuesta.

Se termina mediante el elemento de control.

*

.

*

*

.

Las tablas de las paginas U'22 y U'23 muestran los diagramas de Bode
para elementos P, |, D, Ty, P-T4, P-T, y PD. Estos diagramas se utilizan
para determinar la amplitud y la fase de 1a respuesta.
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Diagramas de Bode para elementos basicos y
elementos P-T1

Sim- | AmPlitud de la resp. F(w) = | Fase delaresp. Arc F(jo) = ¢ =
bolo Diagrama (Ampl. logaritm.) Diagrama (fase lineal)
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Diagramas de Bode para elementos P-T2y PD

Sim- Amplitud de la resp. F(w) =

bolo Diagrama (Ampl. logaritm.)

Fase de laresp.Arc F(jw) = ¢ =

 \2
O<id< > 1—((0_0)
tan-! o~ 90°
Kp 204
2
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Diagramas de Bode para los elementos

a de control

(PD)-T1y (PID)-T

Sim-

Amplitud de la resp. F(w) =

bolo

Diagrama (AmpL logaritm.)

Fase de la resp. Arc F(jw) = ¢ =

Diagrama (fase lineal)
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Amplitud de la respuesta

Método para representar la amplitud de la respuesta del circuito com-
pleto

Nota preliminar: los puntos de quiebre de la amplitud de la respuesta se
marcan con flechas en la parte superior de la gréfica.

Una flecha con una punta hacia abajo caracteriza una pendiente de
—20 dB/década que se obtiene mediante un factor P-T (ver U'14) en
el punto 1/T.

Una flecha con dos puntas hacia abajo caracteriza una pendiente de
—40 dB/década que se obtiene mediante un factor P-T; (ver U'15),
cond < 1;los factores P-Tocon ® > 1 se dividen en dos factores P-Tj.

Los factores PD (+20 dB/década en el punto 1/T,) con pendiente po-
sitiva se caracterizan con puntas de flechas hacia arriba.

Después de estimar la variacion de la amplitud de la respuesta dentro de
las 4 décadas de la frecuencia angular w, se debe escoger la escala de
tal modo que la zona de interés aparezca con la maxima resolucion po-
sible; el origen sera definido por el valor maximo esperado de la amplitud
de la respuesta.

A continuacioén se determina el valor de la amplitud de la respuesta en el
margen izquierdo del dibujo. Si la conexién en serie por representar con-
tiene un factor | o D, el valor y la pendiente iniciales se determinan por |
o D; en cualquier otro caso, por el factor P. El valor inicial se determina
usando Flgg = 20 log(K/o) (factor 1), Flgg = 20 log Kpw (factor D) o Flgg =
20 log Kp (factor P); véase U22 y U'23.

Comentario: Se deben omitir aqui las unidades fisicas de K, Kp 0 Kp,
para anadirlas después al hacer la evaluacion.

El gradiente de la amplitud de la respuesta hasta el primer quiebre es -20
dB/década (factor ), +20 dB/déc. (factor D) o O (factor P). La curva asin-
tética de la amplitud de la respuesta se traza de un punto de quiebre al
siguiente; para ello se deben considerar los cambios anteriores, que co-
rresponden a las flechas indicadas. El factor Ty no influye sobre la ampli-
tud de la respuesta. Por ultimo, se hacen correcciones en los puntos de
quiebre: cuando se usa el factor P-Ty, la curva asintética se corrige en
los puntos wg/2 y 2wg en -1 dB, y en la frecuencia angular de quiebre we
en -3 dB.

Cuando se usa el factor PD (inverso del factor P-Ty), se deten hacer las
correcciones correspondientes en el punto de quiebre wg = 1/Ty, de aba-
jo hacia arriba, (es decir, + 3 dB).

Cerca del punto de quiebre de un factor P-Tz con ¢ < 1, la curva asinto-
tica se corrige en -10 log [1 -(w/wg)2 + 2 ( ¥ w/we)2].
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Fase de la respuesta

Representacion de la fase de la respuesta

La fase de la respuesta del circuito completo se determina sumando las
fases de las respuestas individuales de los elementos de transferencia
conectados en serie, o de los factores de respuesta en frecuencia.

Los factores individuales contribuyen con los siguientes valores (ver
también U'22 y U'23):

Factor Fase de la respuesta
P 0°
| -90° Tabla A
D +90°
Ty -Tio
P-T, -tan! Tow
PD +tan! T, 0
1-(w/ ©o)2

P-Tocond <1 tan'! ———2~ _90°

2 an 20 0/ w,
PI=1-PD -90° +tan' Th o

Comentario: mientras que el factor P no tiene efecto alguno, la contribu-
cion del factor T; es muy importante y aumenta con w.

Nota: Después de agrupar los factores constitutivos en una suma, a con-
tinuacion se determinan los valores de la fase de la respuesta, por
ejemplo, usando la memoria de una calculadora de bolsillo. En gene-
ral, la fase de la respuesta del factor T, se debe sustituir con el factor
180°/r para obtener un resultado en grados.

Por ultimo, se deben elegir la escala y el origen de la grafica de la fase
de la respuesta de tal manera que la zona de mayor interés aparezca con
la méaxima resolucién posible. La fase de la respuesta se traza en el mis-
mo diagrama que el de la amplitud de la respuesta. La escala del eje y
se muestra en el margen derecho del dibujo.

Determinacion del elemento de control

Problema: El resultado debe ser tal que se satistagan los requisitos del
margen de fase  y del margen ¢ de ganancia .

Considerando la figura 8 de U'20, esto quiere decir que el indicador de
respuesta en la frecuencia del circuito abierto de control final cerca del
punto critico -1 debe satisfacer dos requisitos: en frecuencia angular con
amplitud 1 (frecuencia angular de cruce de ganancia) la distancia de fase
en la parte negativa del eje real debe ser cuando menos 8, y a la frecuen-
cia angular donde la fase es —180° (la frecuencia angular de cruce de
fase), la amplitud debe de ser como maximo, 1/¢.

(Continua en U'27)
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Procedimiento

Elegir las razones entre los tiempos caracteristicos inherentes al ele-
mento de control y la frecuencia angular de quiebre wg, la frecuencia an-
gular de cruce de ganancia wp (realizacién de la instruccién del margen
de fase) o la frecuencia angular de cruce de fase w; (realizacién de la
instruccién del margen de ganancia).

Comentario: Debido al eje » con escala logaritmica, se obtienen distan-
cias definidas entre los puntos de quiebre de la amplitud de la res-
puesta y las frecuencias angulares elegidas para la determinacion.

En la practica se aconsejan los siguientes valores:

Tabla B

Tipo del Thop Tywp Twop 1/(T wp)
elemento resp. resp. T/ Tuk resp. resp.
de control | 7., Tyoor Tukr (T wr)
P - - - - -
PI 4...10 - - - -
(PD)-T4 - 4...10 - - 8...20
(PID)-T,4 - - 2...10 4...10 8...20

Los valores reales de los tiempos caracteristicos del elemento de control
no se conocen sin calcularlos.

Después de elegir la razén, se fijan las formas de la amplitud y de la fase
de la respuesta.

La posicion final de la amplitud y de la fase de la respuesta se determinan
mediante el siguiente procedimiento:

Se hace un corrimiento en la direccion del eje x determinando la frecuencia
angular de cruce de ganancia wp, o la frecuencia angular de cruce de fase
. Se hace un corrimiento en la direccion del eje y (solo en la curva de
amplitud de la respuesta) determinando la ganancia proporcional Kpg* o el
coeficiente de accidn integral Kg* del elemento de control.

Ademas se conocen la fase ¢g*(wp) para el margen de fase y wg*(w ) para
la determinacion del margen de ganancia [en este caso ¢5*(wp) = 0g*(® ;)].
Estas son las fases que tiene el elemento de control en la frecuencia angu-
lar de cruce de ganancia wp, hasta ahora desconocida, y en la frecuencia
angular de cruce de fase o , respectivamente. El valor de la fase se deter-
mina calculandolo (ver la tabla A en U'26), o con valores demostrados que
ya contengan la eleccion de las razones que describimos arriba.

*

El subindice g representa valores que pertenecen al elemento de control.
O Pasos numerados para los ejemplos en U'31y U'33.
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Obtencién de la condicion de margen de fase

El margen de fase § y la fase — ¢g* del elemento de control se utilizan
para determinar ¢ = —¢g* — 180° + 4.

Comentario: Mientras mas negativa es la fase ¢g* del elemento controla-
do, menos negativa se permite que sea la ¢,* de la conexioén en serie
formada por el sistema controlado y el equipo de medicion.

La frecuencia angular con fase ¢; se debe determinar en la fase de la
respuesta ¢,(w)” de la conexion en serie del sistema controlado y el equi-
po de medicién. Esta frecuencia angular debe convertirse en la frecuen-
cia angular de cruce de ganancia wps. A esta frecuencia, la amplitud de
la respuesta Fos del circuito abierto de control final determinado debe pa-
sar por la linea de 0 dB.

Este requisito se satisface cuando la amplitud inversa de la respuesta del
equipo de control se grafica de tal modo que corte la respuesta Fy(w)* de
la conexién en serie del sistema controlado y el equipo de medicién en
wps-

La construccién de la amplitud inversa de la respuesta, Fr(w) 1", del ele-
mento de control se lleva a cabo segun U'25; la inversién se alcanza me-
diante la anulacion de los valores de la pendiente, mientras permanecen
fijos los puntos de quiebre. La curva se traza hacia ambos lados a partir
de la frecuencia angular de cruce de ganancia wp.

La posicién de los puntos de quiebre se determina cuando se aplican las
razones que se eligieron inicialmente a la frecuencia angular de cruce de
ganancia wps determinada a partir del diagrama.

La pendiente de las secciones de la curva asintética de la amplitud de la
respuesta Fr(w) 1" se traslada por desplazamiento paralelo de dos lineas
auxiliares que se han graficado antes en una parte desocupada del dia-
grama de Bode. Sélo se necesitan correcciones cuando la interseccion
queda dentro de su area.

A partir de la amplitud de la respuesta inversa determinada Fr(w)-1* del
elemento de control, se puede leer el (Kpr*) proporcional — o el coeficien-
te de accion de integracién (Kir*) del elemento de control. Con estos va-
lores se pueden determinar elementos de control de los tipos P, Pl y
(PD)-T;. Se pueden determinar los coeficientes de accion de conexién
en serie Kpk, Tnk ¥ Twk para el elemento de control (PID)-T;. Estos se
transforman en los coeficientes de accién de conexion en paralelo Kpg*,
T,y T, mediante las siguientes relaciones. Para valores grandes de las
razones Tn/Tuk (Tnk/Tyk > 10) se puede omitir la conversion.

_ T Tuk

K, K,
Kpp = 7% (To + Tu)i Tn = Tox+ Tui Kip = 558, T,
Tnk T+ Tvk

Tnk !

#

El subindice g (subindice y) caracteriza valores pertenecientes al ele-
mento de control (sistema controlado).

O Pasos numerados para los ejemplos en U'31y U'33).
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Condicién de margen de ganancia %
Obtencién de la condicion de margen de ganancia
La determinacién es muy parecida a la de la condicién de margen de fase:

— Determinar la fase ¢, =— ¢g* — 180°.

— Determinar la frecuencia angular de cruce de fase, w,, donde se al-
canza la fase ¢, en la fase de la respuesta q)y(u))* de la conexion en
serie del sistema controlado y el equipo de medicion; a esta frecuencia
la fase de la respuesta ¢(w) del circuito abierto de control final deter-
minado pasa a través de la linea de —180°.

— Determinar la ubicacion de los puntos de quiebre cuando se aplican
las razones arriba mencionadas al valor de la frecuencia angular de
cruce de fase determinada en el diagrama.

— Determinar la pendiente mg de la amplitud de la respuesta inversa
Fr(w)-1"del elemento de control cerca de la frecuencia angular de cru-
ce de fase wy,. Se traza una seccion asintética con esta pendiente, a
través del punto del valor de amplitud de la respuesta de Fy(w)* del sis-
tema controlado y el equipo de medicién en la frecuencia angular de
cruce de fase wg,.

— La amplitud inversa de la respuesta Fr(w) ! del elemento de control se
graficay se evalla en la distancia ¢4 (arriba de esta seccion asintotica)
de la misma forma que se hizo antes para obtener el margen de fase.

— En el caso de un elemento de control (PID)-T;, se sigue el mismo me-
todo que en ®.

Nota: Se recomienda, ademas, determinar la frecuencia angular de cru-
ce de ganancia op,. Esa frecuencia esta en el punto de interseccion
de Fy(w)* de la conexion en serie del sistema controlado y el equipo
de medicion, y la amplitud inversa de la respuesta Fre(w)-'* del ele-
mento de control.

Eleccién de uno de los dos elementos de control que se determinaron
No'sélo la obtencion de la condicion de margen de fase, sino también la
del margen de ganancia, conduce a la determinacién de un elemento de
control. Se escoge el elemento con el menor coeficiente de accion propor-
cional - o integral. Salvo algunas raras excepciones, con esta eleccion el
elemento de control también cumple el otro requisito de la determinacion

Comparacion entre elementos de control determinados por medio de

la eleccion de distintas razones
Con la eleccion de distintas razones se obtiene el mejor comportamiento
del elemento de control determinado para el elemento con el valor maxi-
mo de la frecuencia angular de cruce de ganancia wp. Esta frecuencia
angular - determinada para el circuito abierto de control — es una canti-
dad que indica la rapidez con la que se llega al valor final en el circuito
cerrado de control.

* Ver la explicacion de los subindices ry y en la nota al pie de la pagina U'28.
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Ejemplos

Ejemplo 1: Determinacién de un elemento de control Plo P
Problema: Determinar un elemento de control Pl con T,, = 10/wp y T, =
10/w, para un circuito de control con la conexién en serie de sistema
controlado y equipo de medicién de comportamiento P-T3 (P-T4-Tp).
El margen de fase & debe ser 40° minimo, el margen € de ganancia
3.16 minimo (corresponde a 10 dB).

Fig = 1 - L
y(s)  (1+10sec-s) [1+0.8/(5sec)s+1/(25sec?)s?]

Solucién: De acuerdo con U'13 a U’17, se leen primero los datos carac-

teristicos Kpy = 4, T = 10 seg, w, = 5 seg-!, en la funcion de transfe-
rencia F(s) de la conexién en serie. A continuacién, segun U'22, se
deben trazar la amplitud de la respuesta Fy y la fase de la respuesta
¢y de la conexion en serie.
Los siguientes pasos de la determinacion estan numerados dentro de
un circulo en el margen izquierdo de las paginas U'27 a U'29. Esos
numeros también se muestran en el diagrama de Bode de U’30 en sus
lugares correspondientes. En esos pasos se determinan los siguien-
tes resultados:

2 @r (wp) = @R (wy) = —90° + Arctan [(10/ wp) - wp)] = - 6°
3 @g = —180° + 40° + 6° = —134°
4 wpy = 3.4 sec”’
5 Debido al T, = 10/wp — 1/Tyy = 0.34 sec™ — T,y = 2.94 sec
8 Kpps en dB = 16.5 — Kppg = 6.68 — Kjps = 2.23 sec™’
11 @, = -180° + 6° = —174°
12 g = 4.8 sec™
13 Debido al Ty = 10/@y — 1/ Tpg = Wyxe /10 = 0.48 sec™!
14 mg =0 — T, = 2.08 sec

16 Kpge en dB = 9 — Kpp, = 2.82 — Kjg, = 1.32 sec™’
18 wpe = 1.2 sec™’
21 Kpge < Kprs — Kpg = 2.82.

De acuerdo con esta lista, el controlador requerido tiene los datos ca-
racteristicos: Kpg = 2.82; T, = 2.08 seg.

La rapidez con la que el circuito controlado que usa este controlador
llega a sus valores finales se caracteriza por wp = 1.2 seg-'.

La determinacion de un elemento controlador P se lleva a cabo en
forma parecida a la del elemento de control PI:

El resultado de acuerdo con los pasos numerados es:

3 @y = -180° +40° = -140° 1 @, = -180°

4 wpy = 3.4 sec” 12 W, = 5sec”’

8 Kppgen dB = -16.5 - Kpry = 6.7] 16 KpgcendB=-10— Kpp,=3.16

(Continua en U'33)
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Ejemplos

18 wpe = 1.3 sec™’
21 Kpre < Kprs — Kpr = 3.16;
Vo = Kpp "Kpy = 3.16-4 = 12.6 - Re (0) = 1/(1 +V;) = 7.3%.
Los pasos 1,2, 5, 6,9, 13y 14 no son aplicables en la determina-
cion. ILos pasos 7 y 15 sélo se llevan a cabo dentro del diagrama
de Bode!
Comentario: El factor de control Rg(0) es aquel con el que se reduce
una perturbacion aplicada entre la salida del elemento de control
y el punto de medicién. Con un elemento de control P las pertur-
baciones no se compensan por completo, como es el caso de un
elemento de control PI.
Ejemplo 2: Determinacién de un elemento de control (PID)-T4
Problema: Para un circuito de control con la misma conexién en serie que
la del ejemplo 1, determinar un elemento de control (PID)-T4 para los
siguientes valores:
1/T s =wps/12 1/Tys = wps/4 1/Ty = 6wps
1/ Tpke =Wye/12 1/Tyye = Wreld 1/Tg= 6wy

Los margenes de fase y de ganancia deben tener los mismos valores
que en el ejemplo 1.

Solucién: La amplitud y la fase de la respuesta se pueden tomar del ejem-
plo 1. Se deben llevar a cabo los pasos numerados (en circulos) en el
margen izquierdo de las paginas U'27 a U'29; esos numeros también
se muestran en la grafica de U'32. Los resultados de los pasos res-
pectivos son:

2 @grs = —90° + Arctan (12 wp/wp) + Arctan (4 wp/wp) -
- Arctan [(1/6) - (wp/wp)] = 62°

3 @ = -180° + & — g = —180° + 40° — 62° = —202°

4 wpy = 6.0 sec”™’

5 1/Tps = wpy/12 = 6/(12 sec) = 0.5 sec 15 Toes = 2 sec;
/Ty = Wp/4 = 6/(4 sec) = 1,5 sec™'; T, = 0.67 sec;
1/Ts = 6 wp = 36 sec™' — Ty = 28 msec

8 Kpypg €N dB = 12 = Kppg = 4

9 Kpm, = (4/2)-2.67 = 5.34

Ty = (2+0. 67) sec = 2.67 sec, vs = 2-0.67 sec/2.67 = 0.5 sec
11 @g = - 180° - @y = —242°
12 @y =10 sec™
13 1/Tpe = Wge/12=10/12sec™' =0.83 sec 3 Trke = 1.2 sec.
1/Tye = Wre/4 = 10/4 sec™' = 2.5 sec™"; T, = 0.4 sec;
1/T, = 6wy, = 60 sec™'; T = 17 msec
14 mg = -20 dB/Dek.
16 Kpype en dB = 17 — Kpyge = 7.1
17 Kpge =7.1/1.2-(1.2+0.4) =9.47; T, = (1.2 + 0.4) sec = 1.6 sec;
» Ty, = 1.2-0.4/(1.2+0.4) sec = 0.3 sec.
18 wpe = 6.2 sec

21 Kppy < Kppe — Kpg = 5.34
PR PRe PR (Continua en U'34)



Ingenieria de control ' U'34

Reglas para ajustes

Continuacién de U'33

El elemento de control (PID)-T4 adecuado tiene los datos caracteris-
ticos: Kpr=5.34, T, = 2.67 seg, T = 0.5 seg.

La rapidez con que el circuito de control adecuado llega al valor final
se caracteriza por wp = 6.0 seg-'.

Reglas empiricas para ajustar elementos de control P, Pl y PID
Para sistemas controlados con un elemento de retraso de primer orden
y un elemento de tiempo muerto — esto es, sistemas controlados sin la
parte | o factores | - ZIEGLER y NICHOLS recomiendan los siguientes
datos caracteristicos para los tipos de elementos de control arriba citados.

Se conocen Kpy, Ty y Tyy del sistema controlado:

Tabla C
P _TIy
Kp,- Ty
091 3.3 7T,
PI 9 Koy Ty 3Ty
PID 1.2 I 2T, 0.5 T,
“ Kpy Ty ty Ty

Se desconocen los datos caracteristicos del sistema controlado:

Tabla D
contro- .
lador Ken Tn v
P 0.5 KPR crl't*
PI 0.45 Kpporit* 0.83 T **
PID 0.6 KpR crit® 0.5 To™* 0.125 To™**

* Kpret - Valor de Kpg cuando hay oscilacion permanente en el circuito
de control. o
* T.w - Periodo de oscilacién, cuando hay oscilacion permanente.



Ingenieria de

Abreviaturas y formulas

control

U

Tipos de elementos de transferencia

D: Elemento derivado

D-Ty: Elemento derivado con retraso de 1er orden
D-T: Elemento derivado con retraso de 22 orden
I: Elemento integral

I-T4: Elemento integral con retraso de 1er orden
P: Elemento proporcional

PD: Elemento derivado proporcional

Simbolos usados para térm

PI: Elemento integral proporcional

PID: Elemento derivado integral proporcional
P-Ty: Elemento de retraso de 1er orden

P-To: Elemento de retraso de 2° orden

(PD)-Ty: Elemento PD con retraso de 1er orden
(PID)-T4: Elemento PID con retraso de 1er orden
Ty: elemento de tiempo muerto

inos de ingenieria de control

e : Variable de error Tin : Tiempo para alcanzar el estado estable
mr : Pendiente de la amplitud de la respuestaen | Tinso :  Tiempo para alcanzar la tolerancia inferior
el diagrama de Bode T, : Tiempo muerto equivalente
r : Variable de retroalimentacion T, : Tiempo de derivada
u : Variable de entrada Tow(Tw): Tiempo de restablecimiento (tiempo de
v . Variable de salida derivada) en la representacion en serie
Vm : Sobrepaso de la funcién escalon unitario de del elemento PID con T, >4 T,.
un elemento de transferencia Toks: (Twks):Tiempo de restablecimiento (tiempo de
w : Variable de referencia derivada) en la representacion en serie del
w" : Variable objetivo elemento PID con Ty, > 4 T,,, determinado
x : Variable controlada segun el requisito de la fase
Xa © Variable controlada final Toke: (Tvie): Tiempo de restablecimiento (tiempo de
Xn © Sobretiro de la variable controlada derivada) en la representacion en serie del
y : Variable reguladora elemento PID con T, > 4T,, determinado
z : Variable de perturbacion segun el requisito del margen de ganancia
Fjw) : Frecuencia de la respuesta € : Margen de ganancia
Fs) : Funcion de transferencia & : Margen de fase
Fw) : Amplitud de la respuesta @p : Fase de la conexion en serie (sistema contro-
Foljw): Frecuencia de la respuesta del circuito lado, equipo de medicion) en la frecuencia an-
abierto de control gular de cruce de ganancia wp, que cumple
Fols) : Funcién de transferencia del circuito con el margen de fase &
abierto de contro! ¢, : Fase de la conexion en serie (sistema contro-
Folw) : Amplitud de la respuesta del circuito lado, equipo de medicion) en la frecuencia an-
abierto de control gular de cruce de fase wy
Fr(w): Amplitud de la respuesta del elemento o(w) : Fasede larespuesta
de control do(w) : Fase de la respuesta del circuito abierto de
Fy(w) : Amplitud de la respuesta de la conexién control
en serie del sistema controlado y el op(w): Fase de la respuesta del elemento de control
equipo de medicion oy(w) : Fase de la respuesta de la conexién en
Kp : Coeficiente de accion derivada serie del sistema controlado y el equipo
K, : Coeficiente de accion integral de medicion
Kp @ Coeficiente de accién proporcional ¥ : Frecuencia de amortiguamiento
Re(0) : Factor de control o : Frecuencia angular
Kpy(w) : Coeficiente de accion proporcional en W, : F ia angular ica
la representacion en serie del elemento | wg : Frecuencia angular propia
PID con T, > 4T, wp: Frecuencia angular de cruce de ganancia
Kir(w) : Coeficiente de accion integral del wg : Frecuencia angular en el quiebre
elemento controlado wpg : Frecuencia angular de cruce de ganancia al
Ker : Coeficiente de accion proporcional del cumplir con.la condicion de margen de fase
elemento controlado wpe : Frecuencia angular de cruce de ganancia al
T : Tiempo de retraso cumplir con la condicion de margen de ganancia
T, : Tiempo de crecimiento wy : Frecuencia angular de cruce de fase
7’;1 . Periodo de vida media wpe : Frecuencia angular de cruce de fase, cum-
To : Tiempo de restablecimiento pliendo con el margen de ganancia €.



Tablas 2'1

Propiedades térmicas de liquidos

Licuid t 0 [N kY | 108p2) | Prd
quidos o kg | kJ w
C — | ——— | Pas -
m3 kg K| mK
Agua 0 999,8 | 4,217 | 0,5620 [ 1791,8 13,44
20 998,3 | 4,182 | 0,5996 | 1002,6 6,99
50 988,1 | 4,181 | 0,6405 5471 3,57
100 958,1 | 4,215 | 0,6803 281,7 1,75
200 864,7 | 4,494 | 0,6685 134,6 0,90
Octano =25 738 2,064 | 0,144 1020 14,62
CgHyg 0 719 2,131 | 0,137 714 11,11
Etanol -25 - 2,093 | 0,183 3241 37,07
C,HsOH 0 806 2,232 | 0,177 1786 22,52
20 789 2,395 | 0,173 1201 16,63
50 763 2,801 | 0,165 701 11,90
100 716 3,454 | 0,152 326 7.41
Benceno (o benzal) 20 879 1,729 | 0,144 649 7,79
CeHg 50 847 1,821 | 0,134 436 5,93
100 793 1,968 | 0,127 261 4,04
200 | 661 - 0,108 113 -
Tolueno (o toluol) 0 885 1,612 | 0,144 773 8,65
C;Hg 20 867 1,717 | 0,141 586 7,14
50 839 1,800 | 0,136 419 5,55
100 793 1,968 | 0,128 269 4,14
200 672 2,617 | 0,108 133 3,22
Didxido de azufre 0 | 1435 1,33 0,212 368 2,31
SO, 20 | 1383 1,37 | 0,199 304 2,09
50 | 1296 148 | 0,177 234 1,96
Amoniaco -50 695 4,45 0,547 317 2,58
NH, 0 636 4,61 0,540 169 1,44
20 609 4,74 0,521 138 1,26
X 50 561 5,08 0,477 103 1,10
Aceite
lubricante 20 871 1,85 | 0,144 |13060 168
50 852 2,06 | 0,143 5490 79
Aceite para 100 820 2,19 | 0,139 2000 32
transformador 20 | 866 - 0,124 |31609 482
60 842 2,29 0,122 7325 125
100 818 2,29 | 0,119 3108 60
Mercurio Hg 0 | 13546 | 0,139 | 9,304 1558 0,02
Glicerina C3HgO4 20 11260 | 2,366 | 0,286 15-106 [1,24-10M

1) Conductividad térm. 2) Viscosidad (din.) 3) Num. Prandtl
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Tablas

Propiedades térmicas de gases

t o Cp x" [108n2)| Prd)
Gases (a 1000 mbar)
oc| kg | K| W Jpas| -
m3 { kg K| mK
Aire (seco) -20 | 1,377 1,006 {0,023 16,15 | 0,71
01,275 1,006 | 0,025 17,10 | 0,70
20 | 1,188 1,00710,026 17,98 | 0,70
100 | 0,933 1,01210,032 21,60 | 0,69
200 | 0,736 1,026 0,039 25,70 | 0,68
400 | 0,517 1,069(0,053 32,55 | 0,66
Diéxido de carbono -30 | 2,199 0,800( 0,013 | 12,28 (0,78
CO, 0 | 1,951 0,827 0,015 | 13,75 (0,78
25 | 1,784 0,850( 0,016 | 14,98 [ 0,78
100 | 1,422 0,919/ 0,022 | 18,59 | 0,77
200 | 1,120 0,997 0,030 | 26,02 | 0,76
Cloro 01313 0,473| 0,0081 | 123 |0,72
cl 25 | 2,87 0,477 0,0093 | 13,4 | 0,69
100 | 2,29 0,494| 0,012 | 16,8 | 0,69
Amoniaco 00,76 2,056 0,022 9,30 | 0,87
NHg 2510,70 2,093| 0,024 | 100 [0,87
100 | 0,56 2,219/ 0,033 | 128 |0,86
200 | 0,44 2,366 0,047 | 16,5 0,83
Oxigeno -50 | 1,73 0,903 - 16,3 -
0O, 0141 0,909 0,024 | 192 |0,73
25 11,29 0,913/ 0,026 | 20,3 |0,71
100 | 1,03 0,934 0,032 | 243 |0,71
200 | 0,81 0,963 0,039 | 28,8 |0,71
Di6xido de azufre 0] 288 0,586 0,0086 | 11,7 |0,80
SO, 25 | 264 | 0607( 00099 | 12,8 |0.78
100 | 2,11 0,662 0,014 | 163 |0,77
Nitrégeno 01123 1,038( 0,024 | 16,6 |0,72
N, 25 11,13 1,038( 0,026 | 17,8 |0,71
100 | 0,90 1,088 0,031 20,9 (0,70
200 | 0,71 1,0471 0,037 | 24,7 [0,70
Hidrégeno -50 | 0,11 13,50 | 0,141 7,34 10,70
Hy 0 | 0,09 14,05 | 0,171 8,41 10,69
25 | 0,08 14,34 | 0,181 8,92 10,71
100 | 0,07 14,41 | 0,211 10,4 |0,71
200 | 0,05 14,41 | 0,249 | 122 |0,71
Vapor de agua (saturado) 0 1 0,0049| 1,864] 0,0165 ] 9,22 | 1,041
50 | 0,0830( 1,907 0,0203 | 10,62 | 0,999
100 | 0,5974( 2,034 0,0248 | 12,28 | 1,007
200 | 7,865 2,883| 0,0391 | 15,78 | 1,163
300 | 46,255| 6.144| 0,0718 | 19,74 | 1,688
") Conductividad térm. 2) Viscosidad (din.) 3) Nam. Prandtl




Tablas

Esfuerzos permisibles—Maquinado

2’3

Esfuerzos permisibles por flexién o torsion, y médulos EyG
para materiales elasticos, en N/mm?

Méd.
Mo6d. elést. 1 (perm.) elast.
Material axial Tipo de ang. | Tt(perm.)
E carga' | A B C «
Acero para resor- | 1000 500 | 150 650
tes SAE 1078 tem- | 210000 I 750| 350 | 120 | 80000 | 500
plado y revenido 1l 500| 250 | 80 350
Latdn amarillo 1 200 100 | 40 120
ASTM-B 134 (274) 110000 I 150 80 30 | 42000 | 100
HV 150; DIN 17222 1] 100| 50 20 80
Plata alemana | 300| 150 | 50 200
ASTM-B 122 (752); 142000 1} 250 120 40 | 55000 | 180
65-18 HV 160 11} 200| 100 30 150
Bronce comun | 200| 100 | 40 120
CDA-419 110000 1} 150| 80 30 | 42000 | 100
HV 190 1l 100 50 20 80
| 300 150 50 200
Bronce fosforado | 4709 i 220|110 | 40 | 45000 | 180
CDA-529 HV 190 Il 150] 80 | 30 150
A: para resortes simples (factor de seguridad = 1.5)
B: para resortes conformados (factor de seguridad = 3)
C: para resortes sin efecto de histéresis (factor de seguridad = 10)
") Véase el significado en P 1, Parte |I.
Cantidades caracteristicas para el maquinado
(para torneado exterior longitudinal)
Resistencia
Material o dureza mc 1-mc| ke
Aceros: (en N/mm?) N/mm?
ASTM — A572 520 0.26 0.74 1990
UNS — K04600 720 0.30 0.70 2260
SAE — 1045 670 0.14 0.86 2220
SAE - 1060 770 0.18 0.82 2130
SAE - 5120 770 0.26 0.74 2100
SAE - 3140 630 0.30 0.70 2260
SAE - 4135 600 0.21 0.79 2240
SAE - 4140 730 0.26 0.74 2500
SAE — 6150 600 0.26 0.74 2220
SAE - L6 (recocido) 940 0,24 0.76 1740
SAE — L6 (revenido) ASTME18-74-HRDS4| 0,24 0.76 1920
Mehanite A 0.26 0,74 1270
Hierro colado c/enfr. ASTME18-74-HRD60| 0,19 081 2060
ASTM — A48-40B ASTME18-74-HRD33| 0,26 0.74 1160

Los valores especificados se aplican directamente al torneado con herramienta

con punta de carburo.

Velocidad de corte v

Grosor de la viruta h: 0.05 mm=< h< 2.5 mm.

Angulo lateral normal normal y = 6° para acero, y =

Relacién de esbeltez

€ = 4.

=90,...,

125 m/min.

2° para hierro colado
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Tablas

Presiones de contacto permisibles

Valores de p (perm.) €n N/mm?

Caracteristicas de mufiones, cojinetes y placas de apoyo:

Material | Pe | Material Pc
Acero 37 Carga H I 210 | Acero 52 Carga H 3
Carga HZ 240 Carga HZ 360

Lubricacién: Véanse manuales o textos (accién hidrodinamica)

Accion con lubricacion mixta, eje 0 muiién templado y rectificado’) )

Material ml;s Pec Material mvs Pc
Hierro colado gris 5 Bronce colado CDA 902
. 8...12 |Lubricacién con grasal <0,03 | 4..12
Latén rojo (836) 31559 ICojinetes de alta cicad <1 | 60
Bronce coman (938) 03 | 159 PA 66 (Poliamida) -0 15
.1 en seco 1 0,09
Hierro sinterizado |1 6 |lubricacién con grasa®)| 1 035
3 1__|HDPE (Polietileno -0 [2.4
Hierro sinterizado | <1 8 de alta
con cobre 3 3 densidad 1 0,02
<1 12 __|PTFE (Politetra- -0 30
Bronce sinterizado 3 6 fluoroetileno,
5 2 encubierto) 1 0,06
Bronce comun 20 |[PTFE + plomo <0.005 80...
grafitado <1 : + bronce ' 140%
Metal DEVA) 90 4| Cojinete DU 05.5| <1

Superficies no deslizantes, de tipo general: Valores méximos hasta el punto
de fluencia o cedencia a la compresién del material son posibles de usar. Los
valores normales para una p. aceptable son inferiores.

Valores normales de p. para carga

Materiales

estable pulsante de choque
Acero 80...150 60...100 30...50
Hierro colado 70... 80 45... 55 20...30
Hierro maleable 50... 80 30... 55 20...30
Bronce 30... 40 20... 30 10...15
Metal para cafién 25.. 35 15... 25 8..12

" El producto (p - v)perm. ©St4 @Strechamente relacionado con la disipacién de ca-
lor, carga, presion de contacto y tipo de lubricacion.
2)Con lubricacion hidrodindmica es posible una mayor ~apacidad de carga (para
todos los metales de cojinetes).
3) Duracién limitada de las partes en desgaste.
4)Casos extremos (metales especiales).
5)Para espesor de casquillo de 1 mm.




Tablas

Valores estadisticos

| Z's

p(x) = y5e

1

@ (x)

_x?
25 o(x) =

Po(x)

2

erf (x)

Jo

2z

2
T .gt; erf(x) =

Funcion de error

@ (x)

Po(x)

2
7y

X

_(2
]e -dt
0

ert (x)

0.24
025

0.35

0.44
0.45

0.49

0,398 942
0,398 922
0,398 862
0,398 763
0,398 623
0,398 444
0,398 225
0,397 966
0,397 668
0,397 330
0,396 953
0,396 536
0,396 080
0,395 585
0,395 052
0,394 479
0,393 868
0,393 219
0,392 531
0,391 806
0,391 043
0,390 242
0,389 404
0,388 529
0,387 617
0,386 668
0,385 683
0,384 663
0,383 606
0,382 515
0,381 388
0,380 226
0.379 031
0,377 801
0,376 537
0,375 240
0,373 911
0,372 548
0,371 154
0.369 728
0.368 270
0,366 782
0,365 263
0,363 714
0.362 135
0.360 527
0,358 890
0,357 225
0.355 533
0.353 812

0,000 000
0,007 979
0,015 957
0,023 933
0,031 907
0,039 878
0,047 845
0,055 806
0,063 763
0,071 713
0,079 656
0,087 591
0,095 517
0,103 434
0,111 340
0,119 235
0,127 119
0,134 990
0.142 847
0,150 691
0,158 519
0,166 332
0,174 129
0.181 908
0,189 670
0,197 413
0,205 136
0,212 840
0,220 522
0,228 184
0,235 823
0,243 439
0,251 032
0,258 600
0,266 143
0,273 661
0,281 153
0,288 617
C.296 054
0,303 463
0.310 843
0,318 194
0,325 514
0.332 804
0,340 063
0,347 290
0.354 484
0.361 645
0.368 773
0.375 866

0,000 000
0,011 283
0,022 565
0,033 841
0,045 111
0,056 372
0,067 622

0.101 281
0,112 463
0,123 623
0.134 758
0,145 867
0,156 947
0.167 996
0,179 012
0.189 992
0.200 936
0.211 840
0,222 702
0,233 522
0.244 296
0.255 022
0.265 700
0.276 326
0.286 900
0.297 418
0.307 880
0.318 283
0.328 627
0,338 908
0.349 126
0.359 279
0.369 365
0.379 382
0.389 330
0.399 206
0.409 009
0.418 739
0,428 392
0.437 969
0.447 468
0.456 887
0.466 225
0.475 482
0.484 656
0.493 745
0.502 750
0.511 668

0,352 065
0,350 292
0,348 493
0,346 668
0,344 818

0,333 225
0,331 215
0,329 184
0,327 133
0,325 062
0,322 972
0,320 864
0,318 737
0,316 593
0,314 432
0,312 254
0,310 060
0,307 851
0,305 627
0,303 389
0,301 137
0,298 872
0,296 595
0,294 305
0,292 004
0,289 692
0,287 369
0,285 036
0,282 694
0,280 344
0,277 985
0,275 618
0,273 244
0.270 864
0,268 477
0,266 085
0,263 688
0.261 286
0,258 881
0,256 471
0,254 059
0.251 644
0,249 228
0,246 809
0.244 390

0,382 925
0,389 949
0,396 936

,403 888
0,410 803
0,417 681
0,424 521
0,431 322
0,438 085
0,444 809
0,451 494
0.458 138
0,464 742
0,471 306
0,477 828
0,484 308
0,490 746
0,497 142
0,503 496
0,509 806
0,516 073
0.522 296
0,528 475
0,534 610
0,540 700
0,546 745
0,552 746
0,558 700
0,564 609
0,570 472
0,576 289

0.604 675
0,610 211
0,615 700
0,621 141
0,626 534
0,631 880
0,637 178
0.642 427
0,647 629
0.652 782
0,657 888
0,662 945
0.667 954
0672914
0677 826

0,520 500
0,529 244
0,537 899
0,546 464
0,554 939
0,563 323
0,571 616
0,579 816
0,587 923
0,595 937
0,603 856
0,611 681
0,619 412
0,627 047
0,634 586
0,642 029
0,549 377
0,656 628
0,663 782
0,670 840
0.677 801
0,684 666
0,691 433
0.698 104
0,704 678
0.711 156
0.717 537
0,723 822
0.730 010
0.736 103
0742101
0,748 003
0,753 811
0,759 524
0.765 143
0,770 668
0,776 100
0,781 440
0.786 687
0,791 843
0,796 908
0,801 883
0.806 768
0.811 563
0.816 271
0,820 891
0.825 424
0.829 870
0,834 231
0.838 508



Valores estadisticos

Z'6 } Tablas

X2 2 x 42 Funcién de error  x )
¢(1)=—V;=x , @o(x)=ﬁ]e’—'dt; erf(lr)=i]ﬁ?[e4 -dt
0

0
@) | @x) | erf(x)

=
=

@ (x) Do (x) erf (x)

0,241 971 | 0,682 689 | 0,842 701 0,129 518 | 0,866 336 | 0,966 105
0,239 551 | 0,687 505 | 0,846 810 0,127 583 | 0,868 957 | 0,967 277
0,237 132 | 0,692 272 | 0,850 838 0,125 665 | 0,871 489 | 0,968 414
0,234 714 | 0,696 990 | 0,854 784 0,123 763 | 0,873 983 | 0,969 516
0,232 297 | 0,701 660 | 0.858 650 0,121878 | 0,876 440 | 0,970 586
0,229 882 | 0,706 282 | 0,852 436 0,120 009 | 0,878 858 | 0,971 623
0,227 470 | 0,710 855 | 0,866 144 0,118 157 | 0,881 240 | 0,972 628
0,225 060 | 0,715381 | 0,869 773 0,116 323 | 0,883 585 | 0,973 603
0,222 653 | 0,719 858 | 0,873 326

0,114 505 | 0,885 893 | 0,974 547
0,220 251 | 0,724 287 | 0,876 803 0,112704 | 0,888 165 | 0,975 462

M oh h h ch h d h ok h kb ek ok ok ok ek ek b b d ok h h ok h h kb ok ok ko

00 1,50

01 1,51

02 1,52

03 1,53

04 1,54

05 1,55

06 1,56

07 1,57

08 1,58

09 1,59

10| 0,217 852 | 0,728 668 | 0,880 205 1,60 | 0,110 921 | 0,890 401 | 0,976 348
11| 0,215 458 | 0,733 001 | 0,883 533 | 1,61 | 0,109 155 | 0,892 602 | 0,977 207
12| 0,213 069 | 0,737 286 | 0,886 788 | 1,62 | 0,107 406 | 0,894 768 | 0,978 038
13| 0,210 686 | 0,741 524 | 0,889 971 | 1,63 | 0.105 675 | 0,896 899 | 0,978 843
14| 0,208 308 | 0,745 714 | 0,893 082 1,64 | 0,103 961 | 0,898 995 | 0,979 622
15| 0,205 936 | 0,749 856 | 0,896 124 | 1,65 | 0,102 265 | 0,901 057 | 0,980 376
.16/ 0,203 571 | 0,753 951 | 0,899 096 | 1,66 | 0,100 586 | 0,903 086 | 0,981 105
17| 0,201 214 | 0,757 999 | 0,902 000 | 1,67 | 0,098 925 | 0,905 081 | 0,981 810
.18/ 0,198 863 | 0,762 000 | 0,904 837 | 1,68 | 0.097 282 | 0,907 043 | 0,982 493
.19 0,196 520 | 0,765 953 | 0,907 608 | 1,69 | 0,095 657 | 0,908 972 | 0,983 153
20| 0,194 186 | 0,769 861 | 0,910 314 | 1,70 [ 0,094 049 | 0,910 869 | 0,983 790
21| 0,191 860 | 0.773721 | 0912956 | 1,71 | 0,092 459 | 0,912 734 | 0,984 407
22| 0,189 543 | 0,777 535 | 0915534 | 1,72 [ 0,090 887 | 0,914 568 | 0,985 003
23| 0,187 235 | 0,781303 | 0,918 050 | 1,73 | 0,089 333 | 0.916 370 | 0,985 578
24| 0.184 937 | 0,785024 | 0,920 505 | 1,74 | 0,087 796 | 0,918 141 | 0,986 135
125 0,182 649 | 0,788 700 | 0,922 900 | 1,75 | 0,086 277 | 0.919 882 | 0,986 672
,26| 0,180 371 | 0,792 331 | 0,925 236 | 1.76 | 0,084 776 | 0,921 592 | 0,987 190
,27| 0,178 104 | 0,795915 | 0,927 514 | 1.77 | 0,083 293 | 0,923 273 | 0,987 691
28| 0,175 847 | 0,799 455 | 0,929 734 | 1,78 | 0,081 828 | 0,924 924 | 0988 174
29| 0,173 602 | 0,802 949 | 0,931 899 1.79 | 0,080 380 | 0,926 546 | 0.988 641
30| 0.171369 | 0,806 399 | 0,934 008 | 1,80 | 0,078 950 | 0,928 139 | 0,989 090
31| 0,169 147 | 0,809 804 | 0,936 063 | 1,81 | 0,077 538 | 0,929 704 | 0,989 524
32| 0,166 937 | 0,813 165 | 0,938 065 | 1,82 | 0,076 143 | 0,931 241 | 0,989 943
33| 0.164 740 | 0,816 482 | ©.940 015 | 1,83 | 0,074 766 | 0,932 750 | 0,990 347
34| 0162555 | 0,819 755 | 0,941 91| 1,84 | 0,073 407 | 0,934 232 | 0,990 736
35| 0,160 383 | 0,822 984 | 0,943 762 | 1,85 [ 0,072 065 | 0,935 687 | 0,991 111
36| 0,158 225 | 0,826 170 | 0,945 562 | 1.86 | 0.070 740 | 0,937 115 | 0,991 472
37| 0,156 080 | 0,829 313 | 0,947 313 1,87 | 0069 433 | 0.938 516 | 0,991 821
38| 0,153 948 | 0,832413 | 0,949 016 | 1,88 | 0,068 144 | 0,939 892 | 0,992 156
39| 0,151831 | 0.835471 | 0.950 673 | 1.89 | 0,066 871 | 0,941 242 | 0,992 479
40| 0,149 727 | 0,838 487 | 0,952 285 1,90 | 0,065 616 | 0,942 567 | 0,992 790
41| 0,147 639 | 0,841 460 | 0,953 853 | 1.91 | 0,064 378 | 0,943 867 | 0,993 090
42| 0,145564 | 0,844 392 | 0,955 376 | 1,92 | 0,063 157 | 0,945 142 | 0,993 378
43| 0,143 505 | 0,847 283 | 0,956 857 | 1.93 | 0,061 952 | 0.946 393 | 0,993 656
/44| 0,141 460 | 0,850 133 | 0,958 297 | 1,94 | 0,060 765 | 0,947 620 | 0,993 922
45| 0,139 431 | 0,852941 | 0,959 695 | 1,95 | 0,059 595 | 0,948 824 | 0,994 179
46| 0,137 417 | 0,855 710 | 0.961 054 | 1,96 | 0.058 441 | 0,950 004 | 0,994 426
47| 0,135 418 | 0,858 438 | 0.962 373 | 1.97 | 0.057 304 | 0,951 162 | 0,994 664
48| 0,133 435 | 0,861 127 | 0,963 654 | 1.98 | 0.056 183 | 0,952 297 | 0,994 892
491 0131468 | 0,863 776 | 0,964 8981 1.99 | 0.055 079 | 0,953 409 | 0,995 111




INDICE DE LA PARTE |

Aceleracion L2,Lb5
angular L2
de la gravedad M 1
—tiempo, diagrama L3

Acoplamientos de fricciéon Q11

Agua, dureza del Uué

Aleaciones Z 17

Ampere S 1

Amplificacién éptica T4

Amplitud E 2

Amortizaciones, calculo de D17

Anaranjado de metilo Uub

Angulo (medidas) E1
de contacto K13
de fase S 15
de pérdidas S 15
solido T1

Anillo (o zuncho) de
contraccion Q13
grado de contraccién Q13

Area
integrales para |7
momentos de inercia de 1 10

Aron, conexion de S 28

Asintotas L8

Autoinduccién
electromagnética S13,S 16

Barras curvas P12

Barril Cc4

Bernoulli, teorema de N 4

Biela y manivela (o ciglenfal),
mecanismo L 10

Binomio, teorema del D4

Bobinas (o inductores)
con nucleo de aire S21,S 22
de alta frecuencia S 22
de reactancia
(o reactor) S24,S 25
en aceite S 25
patrén S 22
pérdidas en S 23
toroidales (de anillo) S 21

Brillo T1

Bronce fosforado Z 17

Caida libre L8

Calentamiento de sdélidos
y liquidos
Calentamiento eléctrico
Calor
cambiadores de,
de corrientes paralelas
de corrientes contrarias
de transformacioén
(o "latente")
de fusion
de sublimacion
de vaporizaciéon
especifico (capacidad
térmica
especifica)
medio
por unidad de masa
potencia térmica total
trabajo total (entrante
o saliente)
transmision de
conduccién térmica
conveccién
térmica
radiacion térmica
transmisién total de
coeficiente de
transmitido (entrante o
saliente)
Campo magnético
intensidad de
Candela
Cantidad de luz
Cantidad de sustancia
(moles)
Capacidad térmica
Capacitancia (capacidad
electrostatica)
Capacitor (condensador)
cilindrico coaxial
en circuitos de C.A.
Cardan, transmisiéon de
Carga eléctrica
Carga, tipo de
Cavalieri,principio de
Celsius, escala
Centro de gravedad
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Centroide 17,K7,K8 teorema de
de dreas compuestas K 8 Cotangente
de un arco circular K 7 definicion
de un sector circular K 7 tabla de valores Z 24,
de un segmento circular K7 Coulomb
de un segmento de corona K 7 Cremona, método de,
de un trapecio K 7 o de nudos
de un tridngulo K7 Cuadrado
Cilindro (circular recto) Cc2 Cubo
con corte inclinado c4 Cuna cilindrica
cuna cilindrica c4 Cunas (elementos mecanicos)
hueco Cc2 Curvatura
Circuito eléctrico S5H radio de
resonante S 19
Circulo B 3 Chebyshev, desigualdades de
Circunferencia Choque o impacto
circunscrita E 6 central
ecuaciones de la F 2 coeficiente de restitucion
inscrita E 6 directo
Cizallamiento P 6 elastico
Cociente diferencial H 1 oblicuo
Cociente incremental H1 plastico
Coeficiente dieléctrico S10,Z 2 velocidades en el
Colores de templado Z 14 Chumacera
Combinaciones D5, D6 comun (o radial)
Condensador eléctrico S 10 de empuje (o axial)
Conductancia eléctrica S 2 friccion en K12,
Conductividad eléctrica Z1
Cono (circular recto) Cc2 Defasamiento
truncado c2 Deflexion térmica
Constante dieléctrica S10,Z 2 Deformacién angular
Conveccién térmica 0O 10 modulo de
forzada 012 Deformacién axial
libre 012 moédulo de
Convergencia estocdéstica J8 Deformacién (por unidad) P 1,
Cople cdnico Q11 Delta, conexién en
Cople de discos Q11 de transformadores
Corona circular B 3 transformacioén a estrella
Correlacion, coeficiente de J 8 Densidad N1,01,25,
Corriente eléctrica determinacién de la
alterna (CA) S 14 Depdsitos, célculos de
circuitos de S 14 Derivada(s)
circuitos trifasicos S 22 de funciones
densidad de S 2 Desaceleracion
flujo magnético de S 16 Desecadores
intensidad de S 1 Deslizamiento, valor limite
puente de medicién S 20 Desviacién estandar
Corrientes parasitas Determinantes D7,
(o de Foucault) S 23 Diagrama
Cortante (esfuerzo cortante) P 6 aceleraciéon-tiempo
Coseno(s) esfuerzo-deformacién
definicién E 2 recorrido-tiempo
tabla de valores 222,723 velocidad-tiempo
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"diente de sierra” Equivalencias de unidades
(velocidades) R 1 métricas usuales
Diferencial de arco |7 longitud A7,
Dilatacién térmica 03 area A7,
coeficiente longitudinal de O3 volumen A7,
coeficiente masa A7,
volumétrico de 03,7211 tiempo A7,
Dinamo (méaquina de C.C.) S 30 fuerza A7,
Dioptria T4 Equivalencias métricas de
Distancia focal T4 unidades inglesas usuales
Divisor de tensién S8 Esbeltez, relacion de
Dureza (escala Escalonamiento de
alemana dH) U6 velocidades
Esfera
Ecuacién con perforacién cilindrica
cuadrética o de segundo con perforaciones cénicas
grado D3 segmento esférico
de continuidad N 4 truncado
termodindmica de estado 04 Esfuerzo(s)
Eficacia de iluminacién Z 21 circulo de Mohr para
Eficiencia (o rendimiento) M 4 combinados
Ejes mecéanicos cortante P1,
("flechas") P11,Q 10 cortantes, combinacién de
Elasticidad de compresion P1,
limite de P 1 de fluencia
maddulo de P2,218,Z 19 de ruptura
Elementos de compresién de de tension P1,
esfuerzo constante P2 en barra curva
Elementos quimicos Ui normales, combinacién de
Elipse B 3 permisible(s) P 1,P 2, P86,
ecuaciones F 4 por flexiéon
focos de la F 4 por torsién
Elongacidn a la ruptura P2 principales
Empuje ascensional N 3 Esperanza matematica
Energia Espiras, numero de
cinética (ecuaciones) M 4 Espejo
magnética S 12 céncavo
Engranaje epiciclico convexo
(planetario) Qb plano
Engranes Estrella, conexién en
calculo de dientes Q1,Q2 en transformadores
cilindricos Q1 estrella-delta, conexién
cénicos Q3 transformacién a delta
angulos Q3 Euler
fuerza axial Q3 férmula para columnas
fuerza radial Q3 nuimero de
dientes en v (Félmer) Q3 Evento(s)
evolvente Q1,Q2 colectivamente exhaustivos
interferencia en Q2 mutuamente excluyentes
Entropia Q5 interseccion de
Equilibrio, condiciones de K 4 unién de
Equivalencias de diversas universal
unidades A9 vacio
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Expresiones algebraicas
Expresiones exponenciales

Factor
de calidad
de pérdidas
de forma
de resistencia N 6
de potencia, correcciéon de
de resistencia N 6
Farad
Faraday, ley de
Fasores
Flexion
Flujo
con fricciéon
laminar
magnético
de dispersion
densidad de
sin fricciéon
turbulento
Flujo luminico
de lamparas
Foucault, corrientes de
Fourier, seriesde D 12,D 13D
Fraccién molar en una mezcla O
Frecuencia L
critica Q
de rotacion L
Frecuencia angular (circular) M
Friccion (o rozamiento) K9, K
angulo de K
coeficientes de K9, K10, K
cople de
dindmica
en cables
en chumaceras
en liquidos
pérdidas por
estatica
factor de resistencia
potencia de
rodante
Fuerza(s)
centrifuga
coercitiva
de corte
electromotriz
entre polos magnéticos
magnéticas
magnetomotriz
poligono de

’

’

S17,S18,

(2] (92}
w w
OWNHZZnunwnZ22 TOOONNONZONOW

~
O

’

Z R
o ©

o1

wo =
@wo
AROOONDINPZIAANNZZAARAAPQO

NA oo sw

NNN

NN
w —

14
8
1
10

23

wWww

radial y axial

(engranes) Q3,04
sobre conductor eléctrico S 13
Funcidén(es)
derivadas de H4,H5, H

exponencial F4,H
hiperbdlicas
inversas
logaritmicas
trigonométricas
inversas
cosenoide
senoide
Funciones densidad de
probabilidad
beta
de Cauchy
de Erlang
exponencial
normal
uniforme
Funciones masa de
probabilidad
binomial
de Bernoulli
de Pascal
de Poisson
geomeétrica
Fusién
calor de
punto de

D 2,
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Gas(es)
constante de un 0O 4,
constante universal de los
leyes termodindmicas
mezclas de
y vapores, estados de
cambios de
Generador eléctrico
regla de la mano derecha
de C.C. S 30,
Geolibra
Grado, unidad angular
Gravedad
aceleracion de la
centro de
fuerza de (peso)
Guia recta
Guldinus, regla de (o de
Pappus)
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Henry S 4
Hidrodindmica N 4
factor de resistencia
friccional Z
Hidrostatica N
Hipérbola
ecuacioén de la F 3
equilatera F 3
funciones hiperbdélicas G 1, G 2

Humedad constante en aire
de recipientes cerrados

Histéresis magnética
pérdidas por

Incandescencia, colores de
lluminacién

ley de la

eficacia de

unidad de

valores de
Impedancia(s)

determinacién de
Impulso

angular

teoremas del
Indicadores quimicos
Induccion

electromagnética

ley de Faraday

magnética

remanente
Instrumentos eléctricos
Integracion

numeérica

por partes
Integral

de area y volumen

definida

indefinida
Intensidad luminosa
Intensidad magnética

coercitiva
Intercambiadores de iones
Interés, calculo de

tipo de

S16,S 17,

13,14,15,

<

Joule

Kelvin, escala de
Kirchhoff, leyes de

Lamina "Dynamo”
propiedades magnéticas
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Lentes
féormulas de las
Limite
de elasticidad
de fluencia
de proporcionalidad
de resistencia
Liquidos, salida de
Logaritmo(s)
célculo con
conversiones
de base e
de base 2
de base 10
naturales
Longitud
cambio de (deformacion)
Lumen
Luminosidad (o brillo)
Lupa
Luz
rayos de
reflexién de
refraccion de la
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Maclaurin, serie de
Macrofotografia
Manivela y corredera,
mecanismo de
Maquinas eléctricas
reglas de los tres dedos
Maquinas hidraulicas
Masa
atdmica
de una mezcla
flujo de
molar
momento de inercia de
Materiales, propiedades de los
caracteristicas
eléctricas 21,722
caracteristicas
hidraulicas
caracteristicas
magnéticas 23,24
caracteristicas mecanicas
de metales 218,72 19
caracteristicas térmicas Z 11
gaseosos Z 10
sélidos y liquidos Z5aZ9
Maéaximos, valores H3
Mediciones
eléctricas
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Medidor eléctrico
de bobina mévil
con termopar
de hierro dulce
electrodindmico
electrostatico
Metal rojo
Métrica e inglesa
unidades Sl
unidades US
Metrologias técnicas
Mezclas frigorificas
Mezclas de gases
capacidad térmica
masa molar
masa total
presiones
proporciones
temperatura
volumenes
Microscopio
Minimos, valores
Mdédulos de seccidn
(o de resistencia)
axial
polar
Mddulo elastico
angular
axial
Mohr, circulo de
Momento centrifugo
(producto de inercia)
Momento estatico
de un volumen
de una linea
de una superficie
Momento flexionante
Momento de fuerza
par de fuerzas
teorema de momentos
Momento de inercia
(axial o polar)
de masa
aro circular
cilindro
cilindro hueco
cono
esfera
prisma rectangular
toro
de un volumen
cilindro
prisma rectangular
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de una linea
de una superficie o area
circulo
rectangulo
teorema de los ejes paralelos
o de Steiner 19, M
Momento resistente
(mddulo de seccidn)
Momento de rotacién
Motor eléctrico
de C.A.
asincrono (de induccién)
sincrono
de C.C.
"shunt"
serie
"compound”
regla de la mano izquierda
Movimiento
acelerado
circular (rotacioén)
diagramas de
armoénico
caida libre y tiro
en plano inclinado
oscilatorio
dindmica del
rectilineo (traslacién)
uniforme
Muelles de hojas
Multiplos y submdltiplos
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Neutro (en sistemas
eléctricos)

Normas del uso del SlI

Numeros complejos
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Octagono regular
Ohm,

ley de
Onda, longitud de
Ordenaciones
Oscilaciones
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Pandeo de columnas
Pappus, regla de
Parabola, ecuacién de la
Paralelogramo
Pascal, tridngulo de
Péndulo

centrifugo

coénico

de torsion
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fisico

simple
pH, valores
Pentagono regular
Permeabilidad

magnética
Permeancia magnética
Permutaciones
Peso
Piramide rectangular

recta

truncada
Plano inclinado
Poleas

con engranajes

escalonadas

factor de la serie

fija y movil

friccién en

numero de pasos

polipastos
Poligono cualquiera
Polipasto

diferencial
Politrépico, proceso

exponente
Potencia

de una lente

para maquinas-

herramienta
Potencia eléctrica

activa

aparente

factor de potencia

factor reactivo

reactiva
Potencias y raices,

féormulas para
Potenciémetro
Presién

absoluta y manométrica

atmosférica

de viruta

distribuciéon de la

en un liquido

parcial

sobre superficies
Presién y esfuerzo
Prisma rectangular

oblicuo

recto
Prismatoide
Probabilidad
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funcién densidad
funcién masa
Procesos

isentropico (o adiabatico)

isobarico
isométrico
isotérmico
politrépico
Producto de inercia
Productos quimicos

una mezcla

Proporciones volumétricas

en una mezcla
Prueba de cortocircuito
Prueba de vacio
(circuito abierto)
Puente
de Wheatstone (C.C.)
de medicién para C.A.
Punto de ebullicién
Punto de inflexiéon
Punto triple

Quimicos
elementos
productos
reactivos

Radiacion

U2 Uag,
Proporciones de masa en

N
a

U2, Uags,

equivalente fotométrico de

constante de
Radian
Radianes, medida en
Raices, formulas para
Raiz cuadrada
Rayos X
Reactivos
Recta, ecuaciones de la
Rectangulo
Refraccién
indices de
poder refractivo
Regla de los tres dedos
de la mano derecha
(generador)
de la mano izquierda
(motor)
Regla de Simpson
Regresion lineal
Relacién de transmision
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Relaciones electromagnéticas

y mecanicas
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Reluctancia magnética
Remachado

didmetro de agujero

revision de placa

tipos de
Rendimientos, calculo de
Resistencia

a la tensién(ultima)

al rodamiento

factor (friccional)
Resistencia

eléctrica

coeficiente

térmico de la

de un conductor
Resistividad eléctrica
Resistores
Resolucién geométrica

de ecuaciones
Resonancia

corriente en la
Resorte

de espiral

de flexion

de hojas (muelle)

de tensién

de torsion

helicoidal
Revoluciones por unidad

de tiempo
Reynolds, nimero de
Ritter, método de
Rodamiento

resistencia al
Roentgen (o X), rayos
Rotacién

esfuerzos por

movimiento de

positiva (en fasores)
Rugosidad en tuberias

Salida de liquidos

en recipientes
Seccion aurea
Sector circular
Segmento circular
Seno(s)

definicion

tablas de valores

teorema de
Serie aritmética
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